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基于 QP 转化的约束非方系统模型预测控制
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摘摇 要: 针对带约束非方系统的控制问题,设计了一种基于标准二次规划(QP)转化方法的快速模型预测控制算

法。 首先利用非方传递函数矩阵对 Diophantine 方程进行求解,结合系统的单位阶跃响应矩阵重构系统的预测模

型;然后,考虑系统的约束条件,包括输入输出变量、控制增量约束,通过引入松弛变量及等式转化,将模型预测控

制 MPC 过程中的最小化目标函数问题转化为带有不等式约束的标准 QP 问题,实现最优控制律在迭代过程中的一

步求解,从而解决传统控制方法中计算量大、不能够直接应用于在线控制的问题。 将本文所提出的方法应用于经

典的 Kalman 非方系统的控制。 得到仿真结果表明,该预测控制方法在系统的抗噪声扰动、设定值跟踪等方面均有

着较好的性能,同时能满足系统的约束条件,并得到满意的控制效果。
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引摇 言

随着过程工艺的不断发展,多变量系统的应用

更加普遍,相对于单变量系统,多变量系统的控制问

题复杂的多,导致常规 PID 控制策略不能够得到有

效的实施。 更为重要的是,考虑到实际工业过程中

的可行性和安全性,多变量系统常伴随着系统变量

的约束条件,带约束的多变量控制问题得到了越来

越多的关注。 模型预测控制(MPC) [1] 是一种基于

模型的自动控制算法,包括预测模型、滚动优化及反

馈校正 3 大要素。
由于能够同时考虑到系统的约束和估计,MPC

被广泛的应用于工业过程控制中[2]。 广义预测控

制(GPC)是最常用的 MPC 算法之一,GPC 利用自回

归模型解决因模型噪声或系统模型失配造成的控制

偏差,表现出较好的控制性能[1]。 然而,在解决带

约束多变量系统控制问题时,GPC 仍面临很多问

题,比如因为多变量和约束的存在导致在解决优化

问题时 GPC 的计算量较大[3],较长的计算时间可能

导致较低的控制性能等。 因此,减少 GPC 的计算量

是至关重要的。

非方系统是一种特殊的多变量系统结构,其输

入变量和输出变量的个数不相等,一些化学反应器

如三阶分裂蒸馏塔模型[4] 均为非方系统。 之前的

理论中,非方系统的控制是通过在系统矩阵中删除

或增加适当的数目输入输出变量将其转为方形系统

进行控制实现的,这种做法会使得系统信息缺失,从
而导致较差的控制性能[5],所以,非方带约束系统

的控制问题成为研究的热点之一[6]。 文献[7]分析

了系统稳态解的相容性和唯一性,并给出了非方系

统双层结构控制方案,但是并没有考虑到系统约束

条件。 本文提出一种新型带约束非方模型的预测控

制算法,将 MPC 求解过程中的寻优问题转化为可以

一步求解的标准二次规划问题,不受系统输入输出

数量的影响,同时适用于多变量方形系统的控制。
通过和现有方法的仿真比较表明,所提出的方法能

够有效的实现带约束非方系统的设定值跟踪,并且

具有较好的抗干扰性能。

1摇 问题描述

考虑如下 m 个输入 n 个输出的非方 CARIMA
模型

A( z - 1)Y( k) = B( z - 1 ) U( k - 1) + C( z - 1 ) 孜
(k) / 驻 (1)
其中 A( z - 1) = {Aii( z - 1)}、C( z - 1) = {C ii( z - 1)}为
n 伊 n 维多项式矩阵,i = 1,…,n,B( z - 1) = { z - dipB ip

( z - 1)}为 n 伊 m 维多项式矩阵,p = 1,…,m,孜 为均
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值为零的白噪声,驻 = 1 - z - 1为算子,k 为采样时刻,
且有

Aii( z - 1) = 1 + aii1 z
- 1 +… + aiinaii

z - naii

B ip( z - 1) = bip0 + bip1 z
- 1 +… + bipnbip

z - nbip

C ii( z - 1) = 1 + cii1 z
- 1 +… + ciinciiz

- ncii

U(k) = [u1(k),…,um(k)] T

Y(k) = [y1(k),…,yn(k)] T

孜(k) = [孜1(k),…,孜n(k)] T

分别表示 k 时刻系统的输入、输出和噪声向量。

2摇 非方系统模型预测控制

在广义模型预测控制中,引入了 Diophantine 方

程[8],针对 MIMO 系统,本文采用的对应输出预测 Ŷ
(k + j | k)的 Diophantine 方程为:

I = E j( z - 1)A( z - 1)驻 + z - 1F j( z - 1) (2)
式中,E j( z - 1) = I + E(1)

j z - 1 + … + E( j - 1)
j z - j + 1是阶次

为 j -1 的多项式矩阵,Fj(z -1) =F(0)
j +F(1)

j z -1 +… +
F(na)

j z - na是阶次为 n 的多项式矩阵,E( i)
j 和 F( i)

j 均

为 m 阶矩阵,其中 j = 1,2,…,N。
定义以下 Diophantine 方程[9]:

G j( z - 1) = E j ( z - 1)B( z - 1) = 寛G j ( z - 1) + z - ( j - 1)

H j( z - 1) (3)

其中 G j、寛G j 和 H j 均为 m 伊 n 阶矩阵。
忽略系统未来噪声的影响,第 j 步的预测输出

可以表示为:

Ŷ( k + j | k) = 寛G j ( z - 1 ) 驻U( k + j - 1 | k) + H j

( z - 1)驻U(k) + F j( z - 1)Y(k) (4)
其中,Ŷ ( k + j | k) = [ ŷ ( k + 1 | k),…, ŷ ( k + N |
k)] T

(n 伊 N) 伊 1

驻U(k) = [驻u(k),…,驻u(k + Nu - 1)] T
(mNu) 伊 1

H j =H(0)
j +H(1)

j z - 1 +… +H(nb)
j z - (nb - 1)

定义多项式:
f(k + j) =H j( z - 1)驻U( k) + F j( z - 1)Y( k) + C

( z - 1)孜(k) / 驻
则系统的预测输出可以表示为:

Ŷ(k + j | k) = 寛G j驻U(k + j - 1 | k) + f(k + j) (5)

其中 寛G j 为 n 伊 m 阶阶跃响应矩阵。 则系统的控制

问题可以转化为求解以下目标函数的最小值问题:

J = 移
N

j = 1
椰 Ŷ( k + j | k) - W( k + j)椰2 + 移

Nu

j = 1
姿

( j)椰驻U(k + j - 1 | k)椰2 (6)
其中,W(k + j)为参考轨迹,姿( j) > 0 是加权因子。
亦即求解优化问题:

min
驻U(k)

J (7)

模型预测控制的目标即求解以上的优化问题。
对于单变量系统,可以直接利用所引入的 Diophan鄄
tine 方程得到其解析解,但是对于存在约束的多变

量系统,不能够一步得到优化问题的解。 利用近年

来所提出的优化算法(PSO 算法[10] 等)可以从一定

程度上解决优化问题,但由于随机搜索算法的不确

定性,导致所求得的解不可信,且其计算时间较长,
不能够直接用于系统的在线控制。

3摇 一种新的带约束非方系统 MPC 算法

一般来说,模型预测控制的目标有两个,一是将

预测输出和系统设定输出间的差值在预测域内实现

最小化,其中预测域表示为 N(N逸Nu),Nu 为控制

域;二是将控制增量限定在安全范围。 由第 2 章可

知,MPC 算法实现最优控制是通过求解优化问题

(7)得到最优控制律并施加给系统。 考虑到工业生

产的需求,MPC 算法的应用过程中需要考虑系统的

约束,包括输入变量 U(k)、输出变量 Y(k)和控制

增量 驻U(k)的约束等。 方便起见,所有这些变量约

束都表示为与 驻U(k)相同的形式,即为:
I驻U(k)臆驻Umax, - I驻U(k)臆 - 驻Umin

L驻U( k) 臆Umax - U ( k - 1), - L驻U ( k) 臆
-Umin +U(k - 1)

寛Gj驻U(k)臆Ymax - f(k), - 寛Gj驻U(k)臆 - Ymin +
f(k)
其中,驻Umax, Ymax, 驻Umin, Ymin分别为输入输出的上限

和下限,L 为 Nu*m 下三角矩阵,I 表示单位矩阵。
在必须考虑输出约束的情况下,可能出现容许

的设定值导致优化问题的空解而导致上面的优化问

题成为不可行问题,因此需要引入松弛变量对。 可

将优化问题(7)转化为以下形式:

min {椰W(k) - 寛G j(k)驻U(k - 1) - f(k)椰2 +
椰驻U(k)椰2

赘 + 籽min椰着min椰2 + 籽max椰着max椰2} (8)
满足 驻Umin臆I驻U(k)臆驻Umax

Umin -U(k - 1)臆L驻U(k)臆Umax -U(k - 1)

Ymin - f(k) - 着min臆寛Gj(k)驻U(k)臆Ymax - f(k) +
着max
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其中,着min逸0,着max逸0 是长度为 N 的松弛变量矩阵,
籽min > 0,籽max > 0 表示加权因子。

令 X = [驻UT(k)(着max) T (着min) T] T,则优化问题

(8)等价于:

min {
X

1
2 XTQX + rT }X (9)

满足 AX臆b
式中,驻U(k) =M1X,M1 = [INu 伊 Nu

摇 0Nu 伊 2N]
着max =M2X,M2 = [0N 伊 Nu

IN 伊 N 0N 伊 N]
着min =M3X,M3 = [0N 伊 Nu

0N 伊 NIN 伊 N]

Q = 2 (MT
1
寛GT

j
寛G jM1 + MT

1撰M1 ) + 2籽min MT
2M2 +

2籽maxMT
3M3

r = - 2MT
1
寛GT

j (W(k) - f(k))

A = [M1 摇 -M1 摇 LM1 摇 -LM1 摇 寛GjM1 -M2 摇

- 寛GjM1 -M3 摇 -M2 摇 -M3]T

b =[驻Umax 摇 -驻Umin摇 Umax -U(k -1)摇 -Umin +
U(k -1)摇 Ymax - f(k)摇 -Ymin + f(k)摇 0N 伊1摇 0N 伊1]T

由优化问题(9)可以看出,这是一个标准的二

次规划问题。 系统的最优控制律增量 驻U( k)可以

通过解决二次规划问题(9)得出。

图 1摇 设定值跟踪实验 Kalman 系统的输出相应

Fig. 1摇 Output responses of the set point tracking control of the Kalman爷s system by the proposed algorithm

4摇 仿真例子

本节将利用所提出的方法对一个典型的带约束

非方系统进行控制。 Kalman 非方模型[11] 是一个经

典的非方系统,包含 4 个输入变量、3 个输出变量。
其中,u1 沂[ -0郾 5 0郾 5], u2 沂[0郾 5 0郾 9],

u3沂[0 1], u4沂[ -0郾 5 0郾 5],输出变量分别为

y1,y2,y3。
为实现控制,选择离散时间 Ts = 60 s 进行离散

化,得到系统的差分方程为:

A0Y(k) + A1Y(k - 1) + … + A5Y(k - 5) = B0U
(k - 1) + B1U(k - 2) +… + B4U(k - 5) + 孜(k) / 驻

(10)
其中 Y = [y1,y2,y3] T,U = [u1,u2,u3] T。 系统的参

考轨迹分别为:在 0 ~ 50 s 时刻,控制目标值分别为

ŷ1 = 1,ŷ2 = 2,ŷ3 = 1;在 51 ~ 100 s 时刻,控制目标值

变化为 ŷ1 = 2,ŷ2 = 1,ŷ3 = 2,输出约束为 y1,y2,y3沂
[0郾 8 2郾 2]。 在仿真过程中,对系统施加 5% 的噪

声干扰。 利用所提出的算法对系统实施控制,得到

的仿真结果如图 1 ~ 2 所示。 其中,图 1 为 3 个输出

变量的参考轨迹及控制输出曲线,从图中可以看出,
在噪声干扰和约束的条件下,系统的输出能够稳定

在目标值,k = 50 s 时刻,能够适应参考轨迹的变化,
实现系统设定值快速跟踪。

图 2 表示 4 个输入变量值曲线图,可以看出输

入变量变化均在约束范围内。 说明所提出的预测控

制算法能够有效的实现系统设定值跟踪。 仿真结果

表明,在参考轨迹发生变化时,由于噪声的存在,取
稳态优化计算结果的平均值,分别为 Yss = [2郾 02,
1郾 06,2郾 08],Uss = [0郾 26,0郾 64,0郾 68, - 0郾 19],通过

文献[7]中结果分析,可知所提出的控制算法能够

保证系统稳态解的相容性和唯一性,在约束存在的

条件下,可以得到一致性的结果。
在实际工业生产中,由于环境的不确定性和系

统误操作等问题,总是伴随着不可测干扰的出现,抗
干扰能力是评判控制方法优劣的标准之一。 针对

Kalman 非方模型,保持其输出变量的参考轨迹为

ŷ1 = 1,ŷ2 = 2,ŷ3 = 1,在 k = 50 s 时刻对系统施加 d =
0郾 6 的突发噪声干扰,输出约束分别为 y1, y3 沂
[0郾 6 1郾 5],y2 沂[0郾 6 2郾 5],所提出的算法得到

的控制结果如图 3 所示,3 个输出变量均能在 k = 55
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s 时间内恢复到目标值,且系统的输出保持稳定。
以上的仿真结果可以得出,所提出的预测控制

算法对于高阶的带约束非方系统的控制是有效的,

且表现出了较好的性能,能够同时实现系统的设定

值跟踪和抗噪声扰动。 本文所提出的方法同样能够

应用于方形多变量系统的控制。

图 2摇 Kalman 系统的操纵变量值变化曲线

Fig. 2摇 The input values of the four manipulated variables of the Kalman爷s system

图 3摇 Kalman 系统在随机噪声干扰下的输出曲线(k = 50 施加 d = 0郾 6 的噪声)
Fig. 3摇 Output responses of the three control variables of the Kalman爷s system with disturbance

(disturbance d = 0郾 6 at k = 50)

5摇 结论

(1)所提出方法实现了同解析解具有等效运算

效率,同时淡化了非方系统的特殊性,能够同时实现

非方系统和方形系统的预测控制;(2)柔化系数和

权值的引入进一步提高了系统的控制性能;(3)有

效的实现了系统设定值跟踪和抗干扰,提高了 MPC

对于约束多变量系统的控制性能。
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QP transformation based model predictive control for a non鄄square
system with constraints

JIA YuanXin摇 LI DaZi*
(College of Information Science and Technology, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: A model predictive control algorithm based on standard quadratic programming to solve the control prob鄄
lem for a non鄄square system with constraints has been studied. The transfer function of the non鄄square system is
first used to solve the Diophantine equation and the model prediction is rebuilt by combination with the step re鄄
sponse matrix of the system. Then, constraints of input variables, output variables and control increments are con鄄
sidered, and some slack variables are introduced to transform the minimization problem of MPC into a standard QP
problem in order to obtain the optimal control law in one step during the iteration. The problems caused by compu鄄
tational complexity and infeasibility of traditional control methods can thus be solved. Simulation results for Kal鄄
man爷s system control show that the proposed algorithm has good performance in noise disturbance rejection and set鄄
point tracing under the condition of constraints.
Key words: model predictive control; quadratic programming; non鄄square system; constrained control
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