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摘摇 要: 在平方损失的基础上引入惩罚项,构成一种非对称的平衡损失函数。 基于这种平衡损失函数,运用贝叶斯

统计推断理论得到了贝叶斯保费;结合 B俟hlmann 信度模型和 B俟hlmann -Straub 信度模型,给出了最优线性保费的

估计结果。
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引摇 言

信度理论是研究如何正确、合理地处理不同类

型信息的理论。 Mowbray[1] 和 Whitney[2] 以公理化

的形式提出了信度理论的概念,指出信度保费是先

验均值和后验均值的一种凸组合,即信度公式。
Bailey[3]证明了信度公式可以由贝叶斯定理导出。
目前这一理论已经广泛应用于各种车辆险、人身意

外险和火灾险等险种当中。 通过信度理论厘定或校

正的保险费率更加适合具体保险标的所面临的实际

风险状况,也更加符合商业保险的等价交换原则。
在传统的信度理论中,通常采用对称的损失函

数, 例 如 平 方 损 失 函 数、 绝 对 损 失 函 数 等。
B俟hlmann[4]提出了构造损失随机变量观测值的线

性组合,使平方损失达到最小作为未来损失可信性

估计的方法。 然而,自上世纪末以来,许多学者注意

到,对称损失函数对于过高或者过低估计保险费率

所产生的风险,给出的度量结果是相同的。 但是,过
高的保险费率与过低的保险费率在保险实务中所产

生的影响及其后果却是不同的。 于是,Dey 等[5] 提

出了一种非对称损失函数,即平衡损失函数。 Jafari
Jozani 等[6] 推广了 Dey 的平衡损失函数,并研究了

平衡损失函数下信度保费的贝叶斯估计及其性质。
本文以一种引入惩罚项的非对称平衡损失函数

为基础,运用贝叶斯统计推断理论得到了贝叶斯保

费,并结合 B俟hlmann 信度模型和 B俟hlmann -Straub
信度模型,对最优线性保费的估计结果进行了研究。

1摇 平衡损失函数的定义及性质

1郾 1摇 基本假定

设非负随机变量 X 表示理赔金额、理赔次数或

理赔频率,对于保险人来说,随机变量 X 可统称为

损失 X。 损失 X 的概率分布由概率空间(赘 , F赘,
{P兹, 兹沂专})所决定,其中 赘 表示样本空间;F赘是

由 赘 的所有子集构成的 滓鄄代数;分布族{P兹, 兹沂
专}中的 兹 称为分布参数。 因为保险市场中的风险

具有异质性,所以在保险精算中,常用分布参数 兹 的

不同取值表示异质风险的不同风险水平,故 兹 也称

为风险参数;给定风险参数 兹 的取值,P兹表示保险市

场中风险水平为 兹 的某一险种的损失 X 所服从的

概率分布。 在保险市场中,若风险是同质的,则风险

参数 兹 取某一固定值;若风险是异质的,根据贝叶斯

统计理论,将风险参数 兹 视为随机变量,它服从参数

空间 专 上定义的先验分布 仔(兹),在信度理论中,仔
(兹)称为结构函数,它是处理异质风险的重要工具

和方法。
同时,在信度理论中,定义

滋(兹) = E(X | 兹)
滋 = E(X) = E[滋(兹)]
淄(兹) = Var(X | 兹)
淄 = E[Var(X | 兹)] = E[淄(兹)]
琢 = Var[E(X | 兹)] = Var[滋(兹)]

其中 滋(兹)为损失 X 的假设均值,是参数为 兹 时 X
的条件期望;滋 为损失 X 的总均值,是不同风险参数

下 X 的条件期望的平均;淄(兹)为损失 X 的过程方
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差,度量了同一风险水平的内在差异;淄 为损失 X 的

同质方差,是 淄(兹)的均值;琢 为 X 的异质方差,描述

了不同风险水平 兹 下的损失 X 之间的差异[7]。
1郾 2摇 贝叶斯决策与平衡损失函数

给定一个贝叶斯决策问题,并假定决策要素:
(1)存在一个可观测的损失 X,它的概率密度

函数 f(x | 兹)依赖于风险参数 兹,且 兹沂专,专 为参数

空间;
(2)在参数空间 专 上有一个先验分布 仔(兹);
(3)决策者可能采取的所有行动构成的行动集

A = {a};
(4)在 专 伊 A 上定义了一个损失函数 L(兹, a),

它表示风险参数为 兹 时,决策者采用行动 a 所引起

的损失。
对可观察的损失随机变量 X 作 n 次观测,得样

本 x = (x1, x2, … , xn)。 由贝叶斯公式可得,在样

本 x 给定下,兹 的后验密度函数为

仔(兹 | x) = f(x | 兹)仔(兹)

乙
专
f(x | 兹)仔(兹)d兹

损失函数 L(兹, a)对后验分布 仔(兹 | x)的期望称为

后验风险,记为 R(a | x),即 R(a | x) = E兹 | x [L( 兹,
a)]。

在贝叶斯决策问题中,从样本空间 字 = { x =
(x1, x2, … , xn)}到行动集 A 上的一个映射 啄(x)
称为该决策问题的一个决策函数。 所有从 字 到 A 上

的决策函数组成的类称为决策函数类,用 D = { 啄
(x)}表示。 贝叶斯决策的目标是,在决策函数类 D
中选取决策函数 啄(x),使其后验风险达到最小,即
R[啄(x) | x] = E兹 | x[L(兹, 啄(x))]取最小[8]。

本文在平方损失[啄(x) - 滋(兹)] 2的基础上引入

惩罚项[啄(x) - 啄0(x)] 2,构成了平衡损失函数

L[滋(兹), 啄( x)] = 棕 [啄(x) - 啄0(x)] 2 + (1 -
棕)[啄(x) - 滋(兹)] 2 摇 兹沂专,啄(x)沂D,棕沂[0,1]

(1)
其中 棕 是给定的权重,啄(x)为决策函数,啄0(x)为罚

金,是真实保费 滋(兹)的先验估计。 可以证明式(1)
定义的平衡损失函数对过高估计与过低估计所造成

的损失具有非对称性。
令 H(x) = 啄(x) - 滋(兹),则

子(x)勖 鄣L
鄣啄(x) = 2H(x) + 2棕[滋(兹) - 啄0(x)]

(1)当 啄0 (x)逸滋(兹),即先验估计为过高估计

时,若后验估计 啄(x) < 滋(兹),有 子(x) < 0;若后验估

计 滋(兹) 臆 啄(x) 臆 啄0(x),有 子(x)由负变为正;若
后验估计 啄(x)逸啄0(x),有 子(x) > 0。 从而损失 L
[滋(兹), 啄(x)]在(滋(兹), 啄0(x))内取得最小值,故
过高估计所造成的损失小于过低估计所造成的

损失。
(2)当 啄0 (x) < 滋(兹),即先验估计为过低估计

时,同理可得,过低估计所造成的损失小于过高估计

所造成的损失。

2摇 贝叶斯信度保费

设有损失 X 的 r 组观测数据,各组依次有 n1,
n2, … , nr个观测值 xi = (xi,1, xi,2, … , xi,ni),相
应的风险参数记为 兹i, i = 1, 2, … , r。 在此基础

上,当预测风险参数为 兹i 时,下一期的信度保费 滋
(兹i) = E(X i,ni + 1 | 兹i)。 由式(1)得到相应的平衡损

失函数

L[滋(兹i),啄(xi)] = 棕 (啄(xi) - 啄0(xi)) 2 + (1 -
棕)(啄(xi) - 滋(兹i)) 2 (2)
其后验风险

R[啄(xi ) | xi ] = E兹 | xi [ L ( 滋( 兹i ), 啄( xi ))] = 棕
(啄(xi) - 啄0(xi)) 2 + ( 1 - 棕 ) E兹 | xi [( 啄 ( xi ) - 滋
(兹i)) 2] (3)

考虑后验风险的两种特殊情况,即当 棕 = 1 时,
信度保费的后验估计就是信度保费的先验估计,即
啄̂(xi) = 啄0(xi);当 棕 = 0 时,信度保费的后验估计 啄̂
(xi) = E兹 | xi[滋(兹i)]。 若 棕沂(0, 1),即后验风险 R
[啄(xi) | xi]如式(3)所示,可以证明,在后验风险最

小意义下信度保费的后验估计,是上述两种特殊情

况结果的加权平均,而加权因子恰好是 棕。
定理 1摇 设有损失 X 的 r 组观测数据,各组依

次有 n1, n2, … , nr个观测值 xi = (xi,1, xi,2, … ,
xi,ni),对每一组观测值都有各自的风险参数 兹i, i =
1, 2, … , r。 则在平衡损失函数 L[滋( 兹), 啄(x)]
下,下一期的贝叶斯信度保费估计为 啄̂( xi ) = 棕啄0
(xi) + (1 - 棕)E兹 | xi[滋(兹i)]。

证明:考虑平衡损失函数 L[滋( 兹), 啄(x)],通
过最小化后验风险,得到平衡损失函数下,啄(xi)的
最优估计。

R[啄(xi ) | xi ] = E兹 | xi [ L ( 滋( 兹i ), 啄( xi ))] = 棕
(啄(xi) - 啄0(xi)) 2 + ( 1 - 棕 ) E兹 | xi [( 啄 ( xi ) - 滋
(兹i)) 2]
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对 啄(xi)求导可得

2棕(啄(xi) - 啄0(xi)) + 2(1 - 棕) 啄(xi) - 2(1 -
棕)E兹 | xi[滋(兹i)] = 0
故平衡损失函数下的信度保费估计为

啄̂(xi) = 棕啄0(xi) + (1 - 棕)E兹 | xi[滋(兹i)]
此外,对于同质风险与异质风险中的损失变量

之间的协方差结果如定理 2 所示。
定理 2摇 假设损失 X1和 X2所对应的风险参数

相等,均为 兹,且 滋( 兹) = E(X1 | 兹) = E(X2 | 兹),则
Cov(X1, X2) = Var[滋(兹)]。

证明:因为在给定风险参数条件下,损失 X1 和

X2是相互独立的,于是有

Cov(X1,X2) = E(X1X2) - E(X1)E(X2)
E(X1X2) = E[E(X1X2 |兹)] = E[E(X1 |兹)E(X2 |

兹)] = E[滋2(兹)]
E(X1)E(X2) = E[E(X1 | 兹)]E[E(X2 | 兹)] =

{E[滋(兹)]} 2

所以

Cov(X1,X2) = E[滋2(兹)] - {E[滋(兹)]} 2 = Var
[滋(兹)]
需要指出的是,当 X1和 X2的风险参数不相等时,Cov
(X1, X2) = 0。

3摇 B俟hlmann 信度模型

在信度保费估计的实际应用中,由于经验数据

的线性形式具有简洁的形式和较高的精度,所以人

们常用它预测下一期的理赔状况,以此来确定一个

较合理、较公平的信度保费。
假设 B1 ~ B3 条件成立。
B1摇 给定风险参数 兹i,相应的损失 Xi的独立同

分布样本表示为{X ij, j = 1, 2, …, ni};其中损失 Xi

的假设均值与过程方差分别为 滋(兹i) = E(X ij | 兹i),
淄(兹i) = Var(X ij | 兹i) , i = 1, 2, … , r。

B2摇 异质风险的风险参数与相应的损失 ( 兹1,
X1), (兹2, X2), … , (兹r, Xr)相互独立,且 兹1, 兹2,
… , 兹r独立同分布。

B3摇 假设损失 Xi的罚金为 啄0(Xi),则其期望与

协方差分别为 E[啄0(Xi)] =滋 , Cov[啄0(Xi), Xij] = si,
j = 1, 2, … , ni,其中 si为常数。

令

滋 = E(X ij) = E[E(X ij | 兹i)] = E[滋(兹i)]
琢 = Var[E(X ij | 兹i)] = Var[滋(兹i)]
淄 = E[Var(X ij | 兹i)] = E[淄(兹i

ì

î

í

ïï

ïï )]
(4)

定理 3摇 假定定理 1 的条件与 B1 ~ B3 假设成立,
并且将风险参数为 兹i时下一期的信度保费 滋(兹i)的估

{计限制在损失样本的线性函数族 啄i = ci0 + 移
ni

j = 1
cijX ij,

ci0,cij沂R }1 内,给定平衡损失函数,则下一期的最优

线性信度保费和信度因子分别为

啄̂*
i = (1 - z*i )滋 + z*i X i

z*i = nibi

其中 X i = 移
ni

j = 1
X ij ni,bi =

棕si + (1 - 棕)琢
琢ni + 淄 。

证明:由于 E(X ij) = 滋 , Var(X ij) = 琢, i = 1, 2,
… , r, j = 1, 2, … , ni,由定理 2 可得

Cov(X ij,Xpq) = 0
Cov[滋(兹i),Xpq] = 0,i屹p
Cov(X ij,X iq) = 琢,j屹q

令

追 = {E [棕 啄0(Xi) - ci0 - 移
ni

j =1
cijX ]ij }

2
+ {E (1 -

棕 [) 滋(兹i) - ci0 - 移
ni

j = 1
cijX ]ij }

2
(5)

对 ci0求导并令导数为 0,则有

ci0 (= 1 - 移
ni

j = 1
c )ij 滋 (6)

代入 追,对 ciq, q = 1, 2, … , ni求导并令导数为 0,
可得

棕si + (1 - 棕)琢 = 琢移
ni

j = 1
cij + 淄ciq

ci1 = ci2 = ci3 =… = cini

于是,ciq =
棕si + (1 - 棕)琢

琢ni + 淄 以bi。 则 啄̂*
i = ci0 + 移

ni

j = 1
cij

X ij = (1 - z*i )滋 + z*i X i,其中 z*i = nibi。

4摇 B俟hlmann -Straub 信度模型

假设 BS1 ~ BS3 条件成立。
BS1摇 给定风险参数 兹i,相应的损失 Xi的独立

同分布样本表示为{X ij, j = 1, 2, …, ni};其中损失

Xi的假设均值与过程方差分别为 滋( 兹i ) = E(X ij |
兹i),淄(兹i) =mijVar(X ij | 兹i), i = 1, 2, …, r,其中 mij

称为观测值 X ij的权重,表示人们对 X ij的信任程度,

0 <mij < 1,移
r

i = 1
移
ni

j = 1
mij = 1。

BS2摇 异质风险的风险参数与相应的损失 (兹1,
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X1), (兹2, X2), …, (兹r, Xr)相互独立,且 兹1, 兹2,
… , 兹r独立同分布。

BS3摇 假设损失 Xi的罚金为 啄0 (Xi),则其期望

与协方差分别为 E[啄0(Xi)] =滋 , Cov[啄0(Xi), Xij] =
ti, j =1, 2, … , ni,其中 ti为常数。

在 BS1 ~ BS3 的假设条件下,与式(4)相比较有

淄忆 = E[Var(X ij | 兹i)] = E[淄(兹i) / mij] = 淄 / mij

定理 4摇 假定定理 1 的条件与 BS1 ~ BS3 假设成

立,并且将风险参数为 兹i时下一期的信度保费 滋(兹i)的

{估计限制在损失样本的线性函数族 啄i = ci0 + 移
ni

j = 1
cij

X ij,ci0,cij沂R }1 内,给定平衡损失函数,则下一期的

最优线性信度保费和信度因子分别为

啄̂**
i = (1 - z**

i )滋 + z**
i X i

z**
i = b忆i 移

ni

j = 1
mij

其中 X i = 移
ni

j = 1
mijX ij 移

ni

j = 1
mij,b忆i =

棕ti + (1 - 棕)琢

琢移
ni

j = 1
mij + 淄

。

证明过程与定理 3 相似。

5摇 结束语

本文在平方损失的基础上引入惩罚项,构成了

一种非对称的平衡损失函数。 通过惩罚项中含有的

调整罚金 啄0(x)使损失达到最小。 基于这种平衡损

失函数,得到的信度保费估计具有线性表达式,形式

简单,在实际使用中具有很大的便利性。 由于损失

函数与信度因子是信度保费模型中的两个关键因

素,所以这两者之间是否存在一定的联系也是值得

关注的研究课题。
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On the balanced loss function of credibility models

WANG TianYu摇 HAN Xuan摇 YANG YongYu
(School of Science, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: On the basis of the square loss function, we introduce a penalty term to constitute a balanced loss func鄄
tion; this is an example of an asymmetric loss function. Based on this balanced loss function, we obtain the Bayes鄄
ian premium by using the theory of Bayesian statistical inference. Then, by means of the B俟hlmann credibility mod鄄
el and the B俟hlmann – Straub credibility model, we obtain an estimation of the optimal linear premiums. In real
life, these not only provide fair and reasonable credibility premiums, but are also quite convenient.
Key words: credibility premium; balanced loss function; Bayesian decision
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