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摘摇 要: 研究了一类刻画具有扩散界面的非混相两相流模型,即可压缩 Navier - Stokes - Allen - Cahn 方程组的

Cauchy 问题。 在初始小扰动的条件下,通过能量估计的方法证明了三维 Navier -Stokes -Allen-Cahn 方程组全局强

解的存在唯一性。
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引摇 言

具有扩散界面的非混相两相流模型描述了两种

不同流体的流动及流体间扩散界面的运动,其相关

研究成果广泛应用于航空航天、水利工程、化学工程

等领域。 因此,针对两相流的扩散界面模型进行研

究具有重要的理论意义和应用价值。
关于描述单一流体运动的 Navier -Stokes 方程

的研究已有不少。 相比于单相流,两相流之间存在

相互作用和扩散界面,其模型的建立与分析更为复

杂。 Van der Waals[1]最先将互不相溶的两相流之间

的界面视为一个有厚度的界面层。 之后,Blesgen[2]

将描述单一流体流动的 Navier - Stokes 方程和描述

两种流体在其分界面相互作用的 Allen -Cahn 方程

耦合在一起,提出了 Navier - Stokes - Allen - Cahn
(NSAC)方程组。 关于一维 NSAC 模型的数学研究

结果已有很多,Chen 等[3]证明了初始真空状态下强

解和经典解的存在唯一性;Ding 等[4] 考虑了 NSAC

方程组的自由边界问题,证明了强解的存在唯一性;
孙颖等[5]证明了 NSAC 方程组周期边值问题整体解

的存在性;Chen 等[6]证明了非等熵 NSAC 方程组初

边值问题存在唯一的全局强解;Feireisl 等[7]、Chen
等[8]证明了三维可压缩 NSAC 模型弱解的存在性。

本文研究三维可压缩 Navier - Stokes - Allen -
Cahn 方程组的 Cauchy 问题。 与前人考虑的初始条

件不同,我们假设相场(即组分浓度差 准)在无穷远

处趋于 1 或 - 1 两种状态。 因此,除了克服 NSAC
方程组的强非线性和耦合性,还需要估计 准2 - 1 所

带来的困难项。 针对此类 Cauchy 问题,本文在初始

小扰动的假设条件下通过能量方法证明了全局强解

的存在唯一性。

1摇 问题的提出及主要定理

可压缩非混相两相流的流动通常由以下的

NSAC 非线性偏微分方程组描述

籽t + div(籽u) = 0
(籽u) t + div(籽u茚u) = divT
(籽准) t + div(籽准u) = - 滋

籽滋 = 籽 鄣f
鄣准 (- div 籽 鄣f

鄣 驻 )
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(1)

式中,籽 = 籽1 + 籽2 表示混合流体的总密度;u 表示流

速,且 籽u = 籽1u1 + 籽2u2,籽i、ui( i = 1,2)分别为第 i 种



组分的密度和流速;准 = 准1 - 准2 表示组分间的浓度

差,其中 准i = 籽i / 籽;滋 表示化学势;f 表示界面自由能

密度。 Cauchy 应力张量 T 表示为

T = 2淄D(u) + 姿(divu)I - PI - 籽 驻准茚 鄣f
鄣 驻准 (2)

式中,淄 > 0,姿 > 0 为黏性系数且满足 姿 + 2
N 淄逸0;

D(u) = ( 驻u + 驻Tu) / 2 为应变张量;I 为单位矩阵;

P = p(籽) - 着
2 | 驻准 | 2 为总压力,其中压力 p 是关于

密度 籽 的光滑函数,且满足 p忆(籽) > 0,着 为扩散界面

厚度;f 有以下形式

f = 1
4着(1 - 准2) 2 + 着

2籽 |

驻准 | 2 (3)

本文研究的问题的初始条件为

(籽,u,准)(x,0) = (籽0,u0,准0)(x)

(籽0,u0, |准0 | )
x寅 依

寅肄 (籽,0,1{ )
(4)

式中,籽 为给定的正实数, | 准0 |
x寅 依

寅肄 1 表示两相

流初始浓度差 准0 在无穷远处为 1 或 - 1。
本文的主要结论如下。
定理 1摇 假设初始值(籽0,u0,准0)满足条件

(籽0 - 籽,u0)沂H3(R3), inf
x沂R3

籽0(x) > 0,

驻准0沂H2(R3),准2
0 - 1沂L2(R3) (5)

存在 啄 > 0,使得如果

椰(籽0 - 籽,u0)椰H3 +椰 驻准0椰H2 +椰准2
0 - 1椰臆

啄 (6)
则方程(1) ~ (4)存在唯一的全局解(籽,u,准)满足

(籽 - 籽,u) 沂C ([0,肄 ];H3 (R3 )),准2 - 1沂
C([0,肄 ];L2 (R3 )), 驻准沂C([0,肄 ];H2 (R3 )),

驻准沂 L2 ([0, 肄 ]; H2 (R3 )), 驻籽沂 L2 ([ 0, 肄 ];
H2(R3)), 驻u沂L2([0,肄 ];H3(R3)) (7)
且

椰(籽 - 籽,u)椰2
H3 +椰 驻准椰2

H2 +椰准2 - 1椰2 +

乙t
0
(椰 驻籽椰2

H2 + 椰( 驻u, 驻准)椰2
H3)d子臆C(椰(籽0 -

籽,u0)椰2
H3 +椰 驻准0椰2

H2 +椰准2
0 - 1椰2) (8)

有以下两点需要注意:淤式(6)结合 Sobolev 嵌

入定理,啄 足够小时,有 inf
x沂R3

准2
0 > 1

3 ,其物理意义为在

初始时刻, (两相流出现分层且分层区域 即 准2
0 <

)1
3 的测度为零;于记椰·椰=椰·椰L2。

2摇 主要定理的证明

定理 1 中证明全局解的存在性的方法:首先证

明局部解的存在性,再利用能量估计的方法得到解

的一致估计,最后延拓到全局解的存在性。 在证明

过程中,不仅要估计椰(籽 - 籽,u)椰H3 + 椰 驻准椰H2,
还要估计椰准2 - 1椰。 为克服这些难点,在先验估计

中需要假设椰(籽0 - 籽,u0)椰H3 + 椰 驻准0椰H2 和椰准2
0 -

1椰均具有小性。
2郾 1摇 局部解的存在性

首先,证明局部解的存在性。
令 滓 = 籽 - 籽,定义解空间,对坌m > 0,M > 0,有
Xm,M([0,T]) = {(滓,u,准) | (滓,u)沂C([0,

T];H3(R3)),准2 - 1沂C([0,T];L2 (R3 )), 驻准沂
C([0,T];H3 (R3 )), 驻滓沂 L2 ([0,T];H2 (R3 )),

驻u沂L2 ([ 0, T ]; H3 ( R3 )), 驻准 沂 L2 ([ 0, T ];
H3(R3)), sup

t沂[0,T]
(椰(滓,u)( t)椰H3 + 椰 驻准椰H2 +

椰准2 - 1椰)臆M, inf
x沂R3

t沂[0,T]

准2(x,t) - 1
3 > m; inf

x沂R3

t沂[0,T]

籽(x,

t)逸m} (9)
由经典的 Schauder 不动点方法得到如下命题。
命题 1摇 对坌M > 0,m > 0,若初值( 籽0,u0,准0)

满 足 条 件 椰(籽0 - 籽,u0)椰2
H3 + 椰 驻准0椰2

H2 +

椰准2
0 - 1椰2臆M, inf

x沂R3
准2

0 - 1
3 > m > 0 和 inf

x沂R3
籽0 ( x) >

m,则存在 T* > 0,使得方程(1) ~ (4)存在唯一局

部解(籽,u,准)沂X m
2 ,2M([0,T*])。

2郾 2摇 全局解的存在性

接着,将方程组(1)写成如下的线性化形式。
滓t + 籽divu = g1

ut - 摇 摇 摇摇

淄
籽
驻u - (淄 + 姿

摇 摇 摇摇

)
籽

驻divu + p忆(籽
摇 摇 摇摇

)
籽

驻滓 +

摇 摇 摇 摇 摇摇

着
籽

驻准驻准 = g2

籽准t + 籽u· 驻准 = - 滋

籽滋 = 籽
着 (准3 - 准) - 着驻

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï 准

(10)

其中,非齐次项 g1 和 g2 的定义为

g1 = - div(滓u)
g2 = - (u· 驻)u + h1(滓)

驻滓 - h2(滓)(淄驻u
{ +

(淄 + 姿) 驻divu - 着 驻准驻准)

这里 h1(滓) = p忆(籽
摇 摇 摇摇

)
籽

- p忆(籽)
籽 ,h2(滓) = 摇 摇 摇摇

1
籽

- 1
籽 。
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式(10)中第二个式子推导过程中用到

div( 驻准茚 驻准) = (驻 | 驻准 | 2 )2 + 驻准驻准

由定义的解空间(9),结合 Sobolev 嵌入定理可

知,存在 M0 > 0,使得坌0 <M <M0,有
籽
2 臆籽(x,t)臆2籽, 3准2 - 1 >m0 = inf

x沂R3
(3准2

0 - 1)

(11)
命题 2 摇 假设 ( 籽0, u0, 准0 ) 满足 ( 滓0, u0 ) 沂

H3(R3),准2
0 - 1沂L2(R3),对坌T > 0,设(滓,u,准)沂

Xm,M([0,T])为方程组(10)的局部解,则存在一个

只依赖于初值和 T 的常数 C,使得

椰(滓,u)椰2
H3 + 椰 驻准椰2

H2 + 椰准2 - 1椰2 +

乙t
0
(椰 驻滓椰2

H2 + 椰( 驻u, 驻准)椰2
H3) d子臆C(椰(滓0,

u0)椰2
H3 +椰 驻准0椰2

H2 +椰准2
0 - 1椰2) (12)

命题 2 可由以下 4 个引理得到。
引理 1摇 设(滓,u,准)沂Xm,M([0,T])为方程组

(10)的局部解,有

椰(滓,u,准2 - 1, 驻准)椰2 + 乙t
0
椰( 滋, 驻u, 驻准,

驻准)椰2d子臆C 椰(滓0,u0,准2
0 - 1, 驻准0)椰2 (13)

和

椰准椰L肄 臆1 (14)
摇 摇 证明:

定义

G(籽) = 籽 乙籽
籽

p(孜) - p(籽)
孜2 d孜,籽 > 0 (15)

由式(15)和质量守恒方程得到

籽G忆(籽) = G( 籽) + ( p( 籽) - p( 籽)),籽G义( 籽) =
p忆(籽),[G(籽)] t + div(G( 籽) u) + ( p( 籽) - p( 籽))·
divu = 0

用式(1)中第二个式子乘以 u,关于空间变量 x
积分,有

d
dt (乙 1

2 籽u2 + G(籽 )) dx + 淄 乙 | 驻u | 2dx + (淄 +

姿) 乙 | divu | 2dx - 着 乙 u· 驻准驻准dx = 0 (16)

式(10)中第三个式子乘以 滋,结合式(10)中第

四个式子,关于 x 积分,利用分部积分得到

着
2

d
dt 乙 | 驻准 | 2 dx + 1

4着
d
dt 乙 籽 (准2 - 1) 2 dx +

乙 滋2dx = - 着 乙 u· 驻准驻准dx (17)

将式(16)和式(17)相加,得到

d
dt (乙 1

2 籽u2 + G ( 籽 ) + 着
2 | 驻准 | 2 + 籽

4着·

(准2 - 1) )2 dx + 淄 椰 驻u椰2 +椰滋椰2臆0 (18)

由式(9)、式(11)、式(15)得到

c籽 (籽 - 籽) 2臆G(籽)臆C籽 (籽 - 籽) 2 (19)
将式(18)在[0,T]上积分,结合式(19)可得

椰(滓,u,准2 -1, 驻准)椰2 + 乙t
0
椰(滋, 驻u)椰2d子臆

CE0 (20)
其中,E0 =椰(滓0,u0,准2

0 - 1, 驻准0)椰2。
设 赘n = [n,n + 1) 3,n = 0, 依 1, 依 2,…,由式

(20)可得

乙
赘n

准4dx臆2 乙
赘n

准2dx + E0 臆
1
2 乙赘n

准4dx + (2 +

E0)
于是有

乙
赘n

准4dx臆2(2 + E0)

因此可得到

乙
赘n

准(x,t)dx (臆 乙
赘n

准4d )x
1
4
臆(4 +2E0)

1
4

(21)
利用式(21)得到

|准(x,t) | 臆 乙
赘n

(准( x, t) - 准( y, t)) dy +

乙
赘n

准(y,t)dy 臆 (C 乙
赘n

| 驻准 | )2
1
2
+ (4 + 2E0)

1
4

(22)
由式(22)和式(20),得到式(14)。
接着,用式(10)中第四个式子乘以 - 驻准,再关

于 x 积分,有

着 椰 驻 准 椰2 + 1
着 乙籽(3准2 - 1) | 驻准 | 2dx

I1

=

- 乙 籽滋驻准dx - 1
着 乙 (准2 - 1)准 驻准· 驻滓dx = :I2 + I3

(23)
利用式(9)、式(11)和 H觟lder 不等式得

I1逸
籽m0

2着 椰 驻准椰2,I2 臆2籽椰滋椰椰驻准椰臆 着
4·

椰驻准椰2 + 4籽2

着 椰滋椰2,I3 臆椰(准2 - 1)椰L6 椰准 驻准椰

椰 驻滓椰L3臆M 椰 驻准椰2

将 Ii( i = 1,2,3)代入式(23),当 M 适当小时,
有
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着2 椰驻准椰2 +椰 驻准椰2臆椰滋椰2 (24)
联合式 (24) 与式 (20) 得到式 (13),引理 1

得证。
引理 2摇 设(滓,u,准)沂Xm,M([0,T])为方程组

(10)的局部解,有
d
dt椰

驻k +1准椰2 + 椰 驻k +2准椰2 臆M(椰 驻k +1滓椰2 +

椰 驻k + 1准椰2 +椰 驻k + 2u椰2),k = 1,2 (25)
证明:结合式 (10) 中第三式和第四式,可以

得到

准t + u· 驻准 - 着
籽2 驻准 + 准2 - 1

着籽 准 = 0 (26)

对式(26)求 驻k,关于空间变量 x 积分有

1
2

d
dt椰

驻k + 1准椰2 + 乙 着
籽 | 驻k驻准 | 2dx = 乙 驻k(u·

驻准) 驻 驻k 准 dx - 着 乙 驻 (k 1
籽2 驻 )准 驻 驻k 准 dx +

1
着 乙 驻(k 准2 - 1

籽 )准 驻 驻k准dx = :I4 + I5 + I6 (27)

利用莱布尼茨公式、H觟lder 不等式和 Gagliardo鄄
Nirenberg 不等式,可估计 I4 为

I4 = 移
0臆l臆k

Cl
k 乙 驻lu· 驻k - l +1准驻 驻k准dx臆 移

0臆l臆k
椰 驻l·

u· 驻k - l + 1准椰椰 驻k + 2准椰

当 l [臆 k + 1 ]2 时,有

椰 驻lu· 驻k - l + 1准椰臆椰 驻lu椰L3 椰

驻k - l + 1准椰L6 臆

椰 驻琢u椰1 - l
k + 1

椰 驻k + 2u椰
l

k + 1 椰 驻准椰
l

k + 1 椰 驻k + 2准椰1 - l
k + 1 臆

M 椰 驻k + 2u椰
l

k + 1

椰 驻k + 2准椰1 - l
k + 1臆M(椰 驻k + 2u椰 +椰 驻k + 2准椰)

由l - 1
3 (= 琢

3 - ) (1
2 1 - l

k )+ 1 (+ k + 2
3 - )1

2
l

k + 1,可确定 琢 = 1
2 - l

2(k + 1 - l) [沂 0, ]1
2 。

[当 k + 1 ]2 + 1臆l臆k 时,有

椰 驻lu· 驻k - l + 1准椰臆椰 驻lu椰L6 椰

驻k - l + 1准椰L3 臆

椰u椰1 - l + 1
k + 2

椰 驻k + 2u椰
l + 1
k + 2 椰 驻琢准椰

l + 1
k + 2 椰 驻k + 2准椰1 - l + 1

k + 2 臆

M 椰 驻k + 2u椰
l + 1
k + 2

椰 驻k + 2准椰1 - l + 1
k + 2臆M(椰 驻k + 2u椰 +椰 驻k + 2准椰)

由k - l
3 (= 琢

3 - )1
2

l + 1
k + 2 (+ k + 2

3 - ) (1
2 1 -

l + 1
k )+ 2 ,可确定 琢 = k + 2

2( l + 1) [沂 1
2 , ]1 。

因此,可得到

| I4 |臆M(椰 驻k + 2u椰2 +椰 驻k + 2准椰2) (28)
接下来,对 I5 进行估计。

I5 = 移
1臆l臆k

C l
k 乙 驻(l 1

籽 )2

驻k - l 驻 准 驻 驻k 准 d x 臆

移
1臆l臆k

C l
k 乙 驻(l 1

籽 )2

驻k - l驻准 椰 驻k + 2准椰

当 1臆l [臆 k + 1 ]2 时,有

乙 驻 (l 1
籽 )2

驻k - l 驻 准 臆 椰 驻l滓椰L6 ·

椰 驻k - l + 2准椰L3 臆 椰 驻琢滓椰1 - l - 1
k + 1 椰 驻k + 1滓椰

l - 1
k + 1 ·

椰 驻准椰
l - 1
k + 1 椰 驻k + 2准椰1 - l - 1

k + 1 臆 M 椰 驻k + 1滓椰
l - 1
k + 1 ·

椰 驻k + 2准椰1 - l - 1
k + 1臆M(椰 驻k + 1滓椰 +椰 驻k + 2准椰)

由l - 1
3 (= 琢

3 - ) (1
2 1 - l - 1

k )+ 1 (+ k + 1
3 - )1

2
l - 1
k + 1,可确定 琢 = 3

2 + 3( l - 1)
2(k + 2 - l) [沂 3

2 , )3 。

当 [1 + k + 1 ]2 臆l臆k 时,有

乙 驻 (l 1
籽 )2

驻k - l 驻 准 臆 椰 驻l滓椰L3 ·

椰 驻k - l + 2准椰L3臆椰滓椰1 - l + 1
k + 1椰 驻k + 1滓椰

l + 1
k + 1椰 驻琢准椰

l + 1
k + 1·

椰 驻k + 2准椰1 - l + 1
k + 1 臆 M 椰 驻k + 1滓椰

l + 1
k + 1 椰 驻k + 2准椰1 - l + 1

k + 1 臆
M(椰 驻k + 1滓椰 +椰 驻k + 2准椰)

由k - l +1
3 (= 琢

3 - )1
2

l +1
k +1 (+ k +2

3 - ) (1
2 1 -

l + 1
k )+ 1 ,可确定 琢 = 1 + 3(k + 1)

2( l + 1) [沂 5
2 , )4 。

于是得到

| I5 |臆M(椰 驻k + 1滓椰2 +椰 驻k + 2准椰2) (29)
最后,估计 I6 如下。

I6 = 乙 准2 - 1
籽

驻k 准 驻 驻k 准 dx + 移
1臆l臆k

C l
k 乙 驻l

(

·

准2 - 1 )籽

驻k - 1准驻 驻k准dx = - 乙准2 - 1
籽 | 驻k + 1准 | 2dx -

乙 (驻 准2 - 1 )籽

驻k准 驻k + 1准dx + 移
1臆l臆k

C l
k 乙 驻(l 准2 - 1 )籽 ·

驻k - l准驻 驻k准dx = :I16 + I26 + I36
逐项估计可得

I16 臆 椰准2 - 1椰L3 椰 驻k + 1准 椰 椰 驻k + 1准椰L6 臆

C 椰准2 -1椰
1
2 椰 驻(准2 -1)椰

1
2 椰 驻k +1准椰椰 驻k +2准椰臆
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M(椰 驻k + 1准椰2 +椰 驻k + 2准椰2)

I26 臆 (驻 准2 - 1 )籽 椰 驻k准椰L6 椰

驻k + 1准椰L3 臆

C(椰 驻滓椰 + 椰 驻准椰) 椰 驻k + 1准椰
3
2 椰 驻k + 2准椰

1
2 臆

M(椰 驻k + 1准椰2 +椰 驻k + 2准椰2)

I36臆 移
1臆l臆k

C l
k

驻(l 准2 - 1 )籽

驻k - l准 椰 驻k + 2准椰

当 1臆l [臆 k ]2 时,有

驻 (l 准2 - 1 )籽

驻k - l 准 臆 ( 椰 驻l滓椰L3 +

椰 驻l准椰L3)椰

驻k - l准椰L6臆(椰 驻琢滓椰1 - l
k 椰 驻k +1滓椰

l
k +

椰 驻琢准椰1 - l
k 椰 驻k +1准椰

l
k ) 椰 驻准椰

l
k 椰 驻k +1准椰1 - l

k 臆
M(椰 驻k + 1滓椰 +椰 驻k + 1准椰)

由l - 1
3 (= 琢

3 - ) (1
2 1 - l )k (+ k + 1

3 - )1
2

l
k ,可确定 琢 = 1 - k

2(k - l) [沂 0, )1
2 。

当 [1 + k ]2 臆l臆k 时,有

驻 (l 准2 - 1 )籽
驻k - l准 臆 ( 椰 驻l滓椰L6 +

椰 驻l准椰L6)椰

驻k - l准椰L3臆(椰滓椰1 - l +1
k +1椰 驻k +1滓椰

l +1
k +1 +

椰准椰1 - l +1
k +1椰 驻k +1准椰

l +1
k +1)椰 驻琢准椰

l +1
k +1椰 驻k +1准椰1 - l +1

k +1臆
M(椰 驻k + 1滓椰 +椰 驻k + 1准椰)

由k - l -1
3 (= 琢

3 - )1
2

l +1
k +1 (+ k +1

3 - ) (1
2 1 -

l + 1
k )+ 1 ,可确定 琢 = k + 1

2( l + 1) [沂 1
2 , )1 。 于是得到

I36 臆 M ( 椰 驻k + 1准椰2 + 椰 驻k + 2准椰2 +
椰 驻k + 1滓椰2)

由 Ii6( i = 1,2,3)的估计可得

| I6 | 臆 M ( 椰 驻k + 1准椰2 + 椰 驻k + 2准椰2 +
椰 驻k + 1滓椰2) (30)

将式(28) ~ (30)代入式(27),得到式(25),引
理 2 得证。

引理 3摇 设(滓,u,准)沂Xm,M([0,T])为方程组

(10)的局部解,有
d
dt ( 椰 驻ku椰2 + 椰 驻k滓椰2 ) + 椰 驻k + 1u椰2 臆

M(椰 驻k滓椰2 +椰 驻k + 1准椰2) ,k = 0,1,2,3 (31)
证明:对式(10)中第一个式子和第二个式子求

驻k,再乘以

驻ku,两式相加后,关于空间变量 x 积分,
得

1
2

d
d (t 椰 驻ku椰2 + p忆(籽)

籽2 椰 驻k滓椰 )2 + (乙 淄
籽

| 驻k + 1u | 2 + (淄 + 姿)
籽 | div 驻ku | )2 dx = I7 (32)

其中,

I7 = p忆(籽)
籽2 乙 驻k滓 驻kdiv(滓u)dx - 乙 驻k[(u· 驻)u -

h1(滓)

驻滓]· 驻kudx - 乙 驻k[h2 (滓) ( 淄驻u + ( 淄 + 姿)·

驻divu)]· 驻kudx - 摇 摇 摇摇

着
籽 乙

驻k( 驻准驻准)· 驻kudx + 着 乙 驻k·

(h2(滓)

驻准驻准)· 驻kudx = :I17 + I27 + I37 + I47 + I57 (33)
根据文献[9]中的引理 2郾 1,可以估计 Ii7(i =1,2,

3)为
Ii7臆M(椰 驻k滓椰2 +椰 驻k +1u椰2), i =1,2,3
下面对 I47 进行估计。
如果 k =0, 有

I47臆椰 驻准椰椰 驻准椰L肄 椰 驻u椰臆M(椰 驻准椰2 +
椰 驻u椰2)

如果 k =1,有
I47臆椰 驻准椰L肄椰

驻2准椰椰 驻2u椰臆M(椰 驻2准椰2 +
椰 驻2u椰2)

如果 k逸2,利用莱布尼茨公式、H觟lder 不等式

和 Gagliardo鄄Nirenberg 不等式,有

I47 = - 乙 驻k - 1( 驻准驻准)· 驻k + 1udx = 移
0臆l臆k-1

C l
k - 1·

乙 驻l 驻准 驻k - l - 1驻准· 驻k + 1udx臆 移
0臆l臆k-1

C l
k - 1 椰

驻l + 1·

准 驻k - l + 1准椰椰 驻k + 1u椰

当 l [臆 k + 1 ]2 时,有

椰 驻l +1准 驻k - l +1准椰臆椰 驻l +1准椰L3椰

驻k - l +1准椰L6臆

椰 驻琢准椰1 - l - 1
k - 1 椰 驻k + 1准椰

l - 1
k - 1 椰 驻2准椰

l - 1
k - 1 椰 驻k + 1·

准椰摇 1 - l - 1
k - 1臆M椰 驻k + 1准椰

由 l
3 (= 琢

3 - ) (1
2 1 - l - 1

k )- 1 (+ k + 1
3 - )1

2
l - 1
k - 1,可确定 琢 = 2 + k - 1

2(k - l)沂(2,3]。

[当 k + 1 ]2 + 1臆l臆k - 1 时,有

椰 驻l +1准 驻k - l +1准椰臆椰 驻l +1准椰L6椰

驻k - l +1准椰L3臆

椰 驻准椰1 - l + 1
k

椰 驻k + 1准椰
l + 1
k 椰 驻琢准椰

l + 1
k 椰 驻k + 1准椰1 - l + 1

k 臆
M椰 驻k + 1准椰
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由k - l
3 (= 琢

3 - )1
2

l + 1
k (+ k + 1

3 - ) (1
2 1 -

l + 1 )k ,可确定 琢 = 1 + 3k
2( l + 1)沂[2,4]。

因此,可得到

I47臆M(椰 驻k + 1准椰2 +椰 驻k + 1u椰2)
同样可以得到

I57臆M(椰 驻k + 1准椰2 +椰 驻k + 1u椰2)
将以上估计代入式(33)有
I7臆M(椰 驻k滓椰2 +椰 驻k + 1准椰2 +椰 驻k + 1u椰2)

(34)
将式(34)代入式(32),就可以得到式(31),引

理 3 得证。
引理 4摇 设(滓,u,准)沂Xm,M([0,T])为方程组

(10)的局部解,有
d
dt 乙 驻k u · 驻k + 1 滓dx + 椰 驻k + 1滓椰2 臆 M

(椰 驻k + 2u椰2 + 椰 驻k + 2准椰2) + 椰 驻k + 1u椰2,k = 0,1,
2 (35)

证明:式(10)中第二个式子乘以

驻k + 1滓,关于空

间变量 x 积分有

d
dt 乙 驻ku· 驻k + 1滓dx + p忆(籽

摇 摇 摇摇

)
籽

椰 驻k + 1滓椰2 -

籽 乙 (div 驻ku) 2dx = I8 (36)

其中,

I8 = 乙 驻kdiv(滓u)div 驻kudx - 乙 驻k[(u· 驻)u -

h1(滓)

驻滓]· 驻k + 1滓dx - 乙 驻k[h2(滓)(淄驻u + (淄 + 姿)

驻divu)]· 驻k + 1滓dx - 着
籽 乙 驻k( 驻准驻准)· 驻k + 1滓dx +

着 乙 驻k(h2(滓)

驻准驻准)· 驻k + 1滓dx = :I18 + I28 + I38 + I48 +

I58 (37)
根据文献[9]中的引理 2郾 2,可以估计 Ii8( i = 1,

2,3)为
I18臆M(椰 驻k + 1滓椰2 +椰 驻k + 1u椰2)
I28 + I38臆M(椰 驻k + 1滓椰2 +椰 驻k + 2u椰2)
关于 I48 的估计如下。
如果 k = 0,有
I48臆椰 驻准椰L肄椰

驻2准椰椰 驻滓椰臆M(椰 驻2准椰2 +
椰 驻滓椰2)

如果 k逸1,有

I48 = 移
0臆l臆k

Cl
k 乙 驻l 驻准 驻k - l驻准· 驻k +1滓dx臆 移

0臆l臆k
Cl

k·

椰 驻l + 1准 驻k - l + 2准椰椰 驻k + 1滓椰

当 l [臆 k + 1 ]2 时,有

椰 驻l +1准 驻k - l +2准椰臆椰 驻l +1准椰L3椰

驻k - l +2准椰L6臆

椰 驻琢准椰1 - l - 1
k - 1

椰 驻k + 2准椰
l - 1
k - 1 椰 驻3准椰

l - 1
k - 1 椰 驻k + 2准椰1 - l - 1

k - 1 臆
M椰 驻k + 2准椰

由 l
3 (= 琢

3 - ) (1
2 1 - l - 1

k )- 1 (+ k + 2
3 - )1

2
l - 1
k - 1,可确定 琢 = 3 - k - 1

2(k - l)沂[2,3]。

[当 k + 1 ]2 + 1臆l臆k 时,有

椰 驻l +1准 驻k - l +2准椰臆椰 驻l +1准椰L6椰

驻k - l +2准椰L3臆

椰 驻2准椰1 - l
k

椰 驻k + 2准椰
l
k 椰 驻琢准椰

l
k 椰 驻k + 2准椰1 - l

k 臆
M椰 驻k + 2准椰

由k - l + 1
3 (= 琢

3 - )1
2

l
k (+ k + 2

3 - ) (1
2 1 -

l )k ,可确定 琢 = 2 + k
2l [沂 5

2 , )3 。

因此,
I48臆M(椰 驻k + 2准椰2 +椰 驻k + 1滓椰2)
同样可以得到

I58臆M(椰 驻k + 2准椰2 +椰 驻k + 1滓椰2)
将以上估计代入式(37),有
I8臆M(椰 驻k +2准椰2 + 椰 驻k +1滓椰2 + 椰 驻k +2u椰2 +

椰 驻k + 1u椰2) (38)
将式(38)代入式(36),得到式(35),引理 4 得

证。 结合引理 1 ~ 4,命题 2 得证,进一步定理 1
得证。

3摇 结束语

本文研究了三维 Navier -Stokes -Allen -Cahn 方

程组 Cauchy 问题的适定性。 在初值小扰动的假设

条件下,克服了由相场 准 (产生的强非线性项

(

div

驻准茚 驻准 - 1
2 | 驻准 | 2 )I 和(1 - 准2) )准 给能量估计

带来的困难,证明了该方程组全局解的存在唯一性。
所得结果可为非混相两相流的模拟计算和实验研究

提供必要的理论支撑。
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Well鄄posedness of the Cauchy problem for compressible
Navier -Stokes -Allen-Cahn equations in 3D

WANG Jing摇 HOU DongJie摇 CHEN YaZhou*

(College of Mathematics and Physics, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: We have studied the Cauchy problem of a compressible immiscible two鄄phase flow model with a diffuse
interface in 3D. The model employed involves coupled Navier -Stokes and Allen -Cahn equations. Under the as鄄
sumption of small initial perturbations, we prove by energy estimates that there is a global unique strong solution.
Key words: Navier -Stokes -Allen -Cahn (NSAC) equations; existence and uniqueness; immiscible two鄄phase

flow
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