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带有一种新佣金率的拍卖模型

杨卫星摇 程禹铭

(北京化工大学 数理学院, 北京摇 100029)

摘摇 要: 提出了一种带有保留价及新的反比佣金率 c = (1 / k) b(k 为佣金率系数,b 为成交价)的拍卖模型,这种反

比佣金率更加符合实际。 首先计算出第一价格拍卖和第二价格拍卖中投标者的均衡投标策略,然后计算出两种拍

卖模式中拍卖参与各方的预期收益。 结果表明,一级价格密闭式拍卖中投标者的均衡报价关于保留价及佣金率系

数均递增,而二级价格密闭式拍卖中投标者的均衡报价关于佣金率系数递增、关于保留价递减。
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引摇 言

经典的拍卖理论研究中,保留价受到了足够

的重视[1 - 3] 。 代表性的结论如下:Samuelson 等[1]

给出了一级价格密封拍卖中卖者的最优保留价满

足的必要条件;McAfee 等[2]用更简便的方法得到了

与 Samuelson 等[1]相同的结论,而且给出了最优保

留价应该满足的充分条件。
相比保留价,拍卖佣金的研究成果并不多。 王

彦等[4]将佣金率引入传统的一级和二级密封式拍

卖中,分析了佣金率对拍卖结果的影响。 本课题

组[5]进一步将佣金率内生化,研究了一类同时带有

保留价和佣金率的密封式拍卖模型,首次在考虑拍

卖行的最优佣金率问题基础上,给出了最优佣金率

满足的必要条件和充分条件。
冉茂盛等[6] 建立了带有佣金率以及保留价的

一口价拍卖模型,研究了卖者的最优一口价和最优

保留价,并且讨论了拍卖行的最优佣金率问题。 本

文作者[7]在前期研究中建立了一个带有反比佣金

率c = (1 / k) b 和保留价的拍卖模型,并求出了投标

策略和拍卖参与各方的预期收益;但文献[7]的反

比佣金设置过于简单,导致无论是第一价格拍卖还

是第二价格拍卖,拍卖行的收入都是常数 1 / k。

为了克服文献[7]中的不足,本文假设反比佣

金率 c = (1 / k) b,提出了一种新的反比佣金模型,
改善了模型的合理性。 同时得出了采用新佣金率时

一级价格密闭式拍卖与二级价格密闭式拍卖中投标

者的均衡投标策略,并计算出拍卖参与各方的预期

收益。

1摇 模型与分析

假设拍卖行按照佣金率 c = (1 / k) b向中标者

收取佣金(k 为佣金率系数,b 为成交价);投标者 i
对卖品的估价为 vi, vi 独立同分布,分布函数为

F(v),v沂[0,1],并且 F(0) = 0,F(1) = 1。
卖方设定保留价 r,保留价的设定使得拍品的

成交价不低于 r。 可以得到投标策略满足的初始条

件为

b(v*) = v* + 1
4k2 - 1

2k

b(v*) (= v* + 1
4k2 - 1

2 )k
2
= v* -

1
k v* + 1

4k2 + 1
2k2 (1)

v* = r + 1
k r (2)

在一级价格密闭式拍卖中,投标者向拍卖行支

付佣金为 cb,净收益为 v - b(1 + c) = v - b - b / k,投
标者选择报价 b 来最大化其预期收益,公式为



max
b

Pr(win | b)[v - b - b / k] (3)

式中 Pr (win | b) 表示报价为 b 的投标者的获胜

概率。
在二级价格密闭式拍卖中,投标者向拍卖行支

付的佣金为 cb(Y1),其中 Y1 = max{ v1,v2,…,vi - 1,
vi + 1,…,vn },净收益为 vi - (1 + c) b ( Y1 ) = vi -

b(Y1) - b(Y1) / k。 投标者选择报价 b( vi)来最大

化其预期收益,公式为

max
b

Pr(win | b(vi))E[ vi - b(Y1) - b(Y1) / k |

b(v*)臆b(Y1)臆b(vi)] (4)
式中 Pr(win | b( vi))表示报价为 b( vi)的投标者的

获胜概率。

2摇 均衡投标策略

2郾 1摇 一级价格密闭式拍卖

定理 1摇 考虑带有反比佣金率 c = (1 / k) b和保

留价 r 的一级价格密闭式拍卖模型,则对称的贝叶

斯-纳什均衡投标策略为

b( v) (= v - 乙v
v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k2 - 1

2 )k
2
=

v - 乙v
v*

Fn -1(x)
Fn -1(v)

dx - 1
k 伊 v - 乙v

v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k2

+

1
2k2,v逸v* (5)

式中 v* = r + r / k。
证明:首先证明必要性。
若某个投标者的私人估价为 v,报价为 b(x),则

其期望收益为

仔(v,b(x)) [= v - b(x) - 1
k b(x ]) Fn - 1(x)

(6)
式中,由于 b(·)是单调递增的,所以式(6)在 x = v
时获得极大值,因此当 x = v 时,鄣仔 / 鄣x = 0,即

鄣仔
鄣x x = v

[= v - b( v) - 1
k b(v ]) 忆Fn - 1 ( v)

[

+

v - b(v) - 1
k b(v ]) (Fn - 1(v)) 忆 = 0 (7)

由式(7)、初始条件 b(v*) = v* + 1
4k2 - 1

2k
及 仔(v*,b(v*)) = 0 可得出

b(v) = v - 乙v
v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k2 - 1

2k (8)

从而可得出

b( v) (= v - 乙v
v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k2 - 1

2 )k
2
=

v - 乙v
v*

Fn - 1(x)
Fn - 1(v)

dx - 1
k 伊

v - 乙v
v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k2 + 1

2k2,v逸v*

其次证明充分性。
由式(5)、(7)、(8)可得

仔(v,b(v)) [= v - b(v) - 1
k b(v ]) Fn -1(v)

[

=

v (- b(v) + 1
2 )k

2
+ 1
4k ]2 Fn - 1(v) =

乙v
v*

Fn - 1(x)dx (9)

仔(v,b( t)) [= v - b( t) - 1
k b( t ]) Fn - 1( t)

[

=

v (- b( t) + 1
2 )k

2
+ 1
4k ]2 Fn - 1( t) = (v - t)

Fn - 1( t) + 乙t
v*

Fn - 1(x)dx (10)

两式相减得

仔(v,b(v)) - 仔(v,b( t)) = ( t - v)Fn - 1( t) +

乙v
t
Fn - 1(x)dx = 乙v

t
[Fn - 1(x) - Fn - 1( t)]dx (11)

式(11)中,当 t屹v 时恒大于 0,证明 b( v)确实是投

标者的最佳选择。 定理 1 得证。

定理 2摇 考虑带有反比佣金率 c = (1 / k) b和保

留价 r 的一级价格密闭式拍卖模型,则均衡投标策

略关于保留价 r 及佣金率系数 k 均递增。
证明:由式(5)可得

鄣b(v)
鄣r = 鄣b

鄣v*
鄣v*
鄣r

æ

è
çç

=

1 + 1

2k v - 乙v
v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k

ö

ø
÷÷ (

2

1 + 1
2

)
k r

2
伊

Fn - 1(v*)
Fn - 1(v)

> 0

鄣b(v)
鄣k (=2 v - 乙v

v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k2 - 1

2 )k

é

ë

ê
ê
ê

伊

Fn-1(v*)
Fn-1(v ()

- 1
k2 )r - 1

2k3

2 v - 乙v
v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k2

+ 1
2k

ù

û

ú
ú
ú

2 (12)
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因为 b(v) = v - 乙v
v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k2 -

1
2k > 0,只需要研究式(12)中最后一项的正负即可。

计算可得

Fn-1(v*)
Fn-1(v ()

- 1
k2 )r - 1

2k3

2 v - 乙v
v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k2

+ 1
2k2 =

1
2k2

é

ë

ê
ê
ê

伊 1 -

1
2k + Fn-1(v*)

Fn-1(v)
r

v - 乙v
v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k

ù

û

ú
ú
ú

2

= 1
2k2 伊

b(v) - Fn-1(v*)
Fn-1(v)

r

v - 乙v
v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k2

又因为 b(v*) = r,b(·)和 Fn - 1(·)均为递增

函数,所以 b(v) > b(v*)且
Fn - 1(v*)
Fn - 1(v)

< 1,所以

式(12)大于 0,进而有
鄣b(v)
鄣k > 0。

证毕。
定理 2 与实际情况是相符合的,即当保留价 r

增大时,由于均衡报价必须大于保留价,所以均衡报

价也增加;当 k 变大时,佣金率 c 变小,因此投标人

需要支付的佣金变少,投标人报价会更加积极。
2郾 2摇 二级价格密闭式拍卖

定理 3摇 考虑带有反比佣金率 c = (1 / k) b和保

留价 r 的二级价格密闭式拍卖模型,则对称的贝叶

斯-纳什均衡投标策略为

b( v) (= v + 1
4k2 - 1

2 )k
2
= v - 1

k v + 1
4k2 +

1
2k2,v逸v* (13)

式中 v* = r + r / k。
证明:若某个投标者的私人估价为 v,而报价为

b(x),成交价为 b(Y1),则其期望收益为

仔(v,b(x)) = [E vi - b(Y1) -
b(Y1)
k | b(v*)臆

b(Y1)臆b( vi ]) Fn - 1 ( x) = 乙x
v

[
*

v - b ( y) - 1
k 伊

b(y ]) dFn - 1(y) (14)

式中 b(·)是单调递增的,所以式(14)在 x = v 时获

得极大值,且鄣仔 / 鄣x = 0,即
鄣仔
鄣x x = v

[= v - b(v) - 1
k b(v ]) (F(v)) 忆 = 0

(15)
由式(15)可得出

b(v) = v + 1
4k2 - 1

2k (16)

因此均衡投标策略为

b( v) (= v + 1
4k2 - 1

2 )k
2
= v - 1

k v + 1
4k2 +

1
2k2,v逸v*

式(13)即为投标者选择 b(v)的必要条件。
其次证明充分性。 由式(13) ~ (16)可得

仔(v,b ( v)) = 乙v
v

[
*

v - b (y) - 1
k b(y ]) 伊

dFn - 1(y) = 乙v
v*

(v - y)dFn - 1(y)

仔(v,b ( t)) = 乙t
v

[
*

v - b (y) - 1
k b(y ]) 伊

dFn - 1(y) = 乙t
v*

(v - y)dFn - 1(y)

仔(v,b(v)) -仔(v,b(t)) = 乙v
v*

[v -y]dFn -1(y) -

乙t
v*

[v - y]dFn - 1(y) = 乙v
t
[v - y]dFn - 1(y) (17)

式(17)中,当 t屹v 时 仔( v,b( v)) - 仔( v,b( t))
恒大于 0,证明 b(v)确实是投标者的最佳选择。

比较定理 1 和定理 3 的结果可以发现,二级价

格密闭式拍卖模型中的均衡投标策略大于一级价格

密闭式拍卖模型中的均衡投标策略,这意味着投标

者在二级价格拍卖中的报价更加积极。

定理 4摇 考虑带有反比佣金率 c = 1
k b和保留

价 r 的二级价格密闭式拍卖模型,则均衡投标策略

关于佣金率系数 k 递增,关于保留价 r 递减。
证明:由式(13)可得

鄣b(v)
鄣k (= 2 v + 1

4k2 - 1
2 )

é

ë

ê
êk
1
2

1

v + 1
4k2

(

伊

- 1
2k )3 + 1

2k
ù

û

ú
ú2 = 1

k (2 v + 1
4k2 - 1

2 )k

é

ë

ê
ê

伊

1 - 1

2k v + 1
4k

ù

û

ú
ú

2
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因为 b(v) = v + 1
4k2 - 1

2k > 0,所以 2k 伊

v + 1
4k2 > 1, 则 1 - 1

2k v + 1
4k2

> 0, 进 而 有

鄣b(v)
鄣k > 0。

假设 r1 < r2,b( v,r1,k)与 b( v,r2,k)分别为 r1

与 r2 对应的均衡投标策略,同时记 v*1 = r1 + 1
k r1,

v*2 = r2 + 1
k r2。 当 v < v*1 时,b( v,r1,k) = b( v,r2,

k) =0;当 v*1 臆v < v*2 时,b(v,r1,k) = v - 1
k v + 1

4k2
+

1
2k2 > b(v,r2,k) = 0;当 v逸v*2 时,b( v,r1,k) = b( v,

r2,k) = v - 1
k v + 1

4k2 + 1
2k2,所以均衡投标策略关

于保留价 r 递减。 定理 4 得证。
定理 4 进一步说明,当 k 变小时佣金率 c 变大,

当佣金率提高时,为了获取非负收益,投标者必须考

虑谨慎报价并降低均衡报价。

3摇 预期收益

3郾 1摇 一级价格密闭式拍卖

从式(6)可知,竞标者的期望支付为 m(v) =

[b(v) + b(v) / k]Fn - 1( v),其中卖者获得 b( v) 伊

Fn - 1(v),拍卖行获得( b(v) / k)Fn - 1 ( v)。 当拍卖

成交时卖方的预期收益为

ERS
1 = n 乙1

v*
b(v)Fn - 1(v) f(v)dv = n 乙1

v
[

*
v -

乙v
v*

Fn - 1(x)
Fn - 1(v)

dx - 1
k v - 乙v

v*

Fn-1(x)
Fn-1(v)

dx + 1
4k2 +

1
2k ]2 Fn - 1(v) f(v)dv = n 乙1

v
[

*
v - 乙v

v*

Fn - 1(x)
Fn - 1(v)

d ]x 伊

Fn - 1(v) f(v) dv - n 乙1
v*

1
k b(v) Fn - 1 ( v) f( v) dv =

nv*Fn -1(v*)(1 - F(v*)) + n(n -1) 乙1
v*

xFn -2(x) 伊

(1 - F(x)) f(x)dx - n 乙1
v*

1
k b(v)Fn - 1(v) f(v)dv

如果所有投标者的估价均低于 v*,则流拍;卖
方自己保留拍品,其价值为 v0;发生流拍的概率为

Fn(v*),流拍时卖者期望收益为 ERS
2 = v0Fn ( v*)。

因此,卖方总的预期收益为

ERS = ERS
1 + ERS

2 = v0Fn( v*) + nv*Fn - 1 ( v*) 伊

(1 - F(v*)) + n(n - 1) 乙1
v*

xFn - 2(x)(1 - F(x)) 伊

f(x)dx - n 乙1
v*

1
k b(v) Fn - 1(v) f(v)dv (18)

同时可以得出拍卖行的预期收益为

ERH = n 乙1
v*

1
k b(v)Fn - 1(v) f(v)dv (19)

买方的预期收益为

仔(v,b(v)) = 乙v
v*

Fn - 1(x)dx

将式(18)、(19)相加可以得到卖方与拍卖行组

成的“卖者共同体冶的预期收益为

ERS + ERH = v0Fn ( v* ) + nv* Fn - 1 ( v* ) (1 -

F(v*)) + n(n - 1) 乙1
v*

xFn - 2(x)(1 - F(x)) f(x)dx

3郾 2摇 二级价格密闭式拍卖

从式(14)可知,竞标者的期望支付为m( v) =

乙v
v*

[ b( y) + b(y) / k] dFn - 1 ( y),其中卖方获得

乙v
v*
b(y)dFn-1(y),拍卖行获得 乙v

v*
b(y) / kdFn -1(y)。

拍卖成交时,如果只有一个人估价高于 v*,其
他人估价均低于 v*,则预期收益为

ERS
0 = nv*Fn - 1(v*)(1 - F(v*))

当至少两个人的估价高于 v*时,预期收益为

ERS
1 = n 乙1

v
[

*
乙v
v*

b ( y) dFn - 1 ( y ]) f ( v) dv =

n 乙1
v

[
*

乙v
v

(
*

y - 1
k b(y )) dFn - 1 ( y ]) f( v) dv =

n 乙1
v

[
*

乙v
v*

ydFn - 1 ( y ]) f( v) dv - n 乙1
v

[
*

乙v
v*

1
k 伊

b(y) dFn -1(y ]) f(v)dv = n(n - 1) 乙1
v*

yFn -2(y) 伊

(1 - F ( y)) f ( y) dy - n 乙1
v

[
*

乙v
v*

1
k b(y) 伊

dFn - 1(y ]) f(v)dv

流拍时卖者期望收益为 ERS
2 = v0Fn(v*)。

因此卖方总预期收益为

ERS = ERS
0 + ERS

1 + ERS
2 = v0Fn ( v* ) + nv* 伊

Fn - 1(v*)(1 - F( v*)) + n(n - 1) 乙1
v*

xFn - 2 ( x) 伊
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(1 -F(x))f(x)dx - n 乙1
v

[
*

乙v
v*

1
k b(y)dFn -1(y ])

f(v)dv (20)
同时可以求出拍卖行的预期收益为

ERH = n 乙1
v

[
*

乙v
v*

1
k b(y)dFn - 1(y ]) f(v)dv

(21)
买方的预期收益为

仔(v,b(v)) = 乙v
v*

(v - y)dFn -1(y) = (v* - v) 伊

Fn - 1(v*) + 乙v
v*

Fn - 1(y)dy

将式(20)与(21)相加可以得到卖方与拍卖行

组成的“卖者共同体冶的预期收益为

ERS + ERH = v0Fn ( v* ) + nv* Fn - 1 ( v* ) (1 -

F(v*)) + n(n - 1) 乙1
v*

xFn - 2(x)(1 - F(x)) f(x)dx

此时“卖者共同体冶的预期收益与一级价格密

闭式拍卖中相同,即收益等价定理仍然成立。
对本文定理 1 ~ 4 的正确性作如下实例验证。

假设只有两个投标者(n = 2),私人估价 v 服从区间

[0,1]上的同一均匀分布,分布函数和密度函数分

别为 F(v) = v,f(v) = 1,v沂[0,1]。 计算结果如表 1
所示。

表 1摇 实例计算结果

Table 1摇 Calculating results for examples

指标 一级价格拍卖 二级价格拍卖

(投标策略 v2 + v*2

2v + 1
4k2

- 1
2 )k (

2

v + 1
4k2

- 1
2 )k

2

卖者共同体
收益

1
3 + v*2 + v0 v* - 4

3 v*3 1
3 + v*2 + v0 v* - 4

3 v*3

投标者收益
1
2 (v2 - v*2) 1

2 (v2 + v*2) - v* v

摇 摇 表 1 计算结果表明,本文定理 1 ~ 4 均正确。

4摇 结论

(1)本文考虑了带有保留价 r 与反比佣金率 c =

(1 / k) b的拍卖模型,弥补了文献[7]中模型的不

足,使得带有反比佣金的模型更加符合实际。

(2)一级价格密闭式拍卖中,投标者的均衡报

价关于保留价 r 及佣金率系数 k 均递增,而二级价

格密闭式拍卖中,投标者的均衡报价关于佣金率系

数 k 递增、关于保留价 r 递减。
(3)如果考虑“卖者共同体冶的预期收益,其在

一级价格密闭式拍卖与二级价格密闭式拍卖中相

同,因此,收益等价定理依旧成立。
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Auctions with a new commission rate

YANG WeiXing摇 CHENG YuMing
(College of Mathematics and Physics, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: In real auctions, apart from the seller and buyer, there is always another player—auction house, which
earns commissions. This paper reports a sealed鄄bid auction model with a reserve price r and a new inverse commis鄄

sion rate c = (1 / k) b which can better reflect the actual auction situation. First, we find the equilibrium bidding
strategy for both first鄄price and second鄄price sealed鄄bid auctions, and then obtain the expected revenue of the bid鄄
der, seller and the auction house. The results indicate that the equilibrium bidding strategy has a positive correla鄄
tion with both r and k in a first鄄price sealed鄄bid auction, whereas it has a positive correlation with k but a negative
correlation with r in a second鄄price sealed鄄bid auction.
Key words: inverse commission rate; reserve price; expected revenue
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