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摘摇 要: 推广了 K觟nig -Egerv佗ry 图的概念,提出了 k鄄路形式的 K觟nig - Egerv佗ry 图,证明树是 k鄄路形式的 K觟nig -
Egerv佗ry 图;同时研究了单圈图的 k鄄路形式的 K觟nig -Egerv佗ry 性质。
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引摇 言

本文只考虑简单无向图。 给定图 G = (V,E)和
子集 X哿V(G),G[X]表示由 X 所导出的子图。 将

导出子图 G [ V (G) - X] 简记为 G - X,对于W哿
E(G),用 G - W 来表示删除 W 中的边后得到的生

成子图。 Ck 和 Pk 分别表示 k 个顶点的圈和路,并
分别称为 k鄄圈和 k鄄路。 对于一个顶点子集 S,如果

G[S]不含 k鄄路,则称 S 为图 G 的一个 k鄄独立集。 图

的 k鄄独立数 琢k (G)定义为图中最大 k鄄独立集的阶

数,特别地,琢2(G)正是被广泛研究的独立数,因此

k鄄独立数是独立数的一个自然推广,3鄄独立数在文

献中往往被称为分离数。 图 G 的 k鄄路匹配是指一

个 k鄄路集合,其中任意两个 k鄄路之间是点不交的,
2鄄路匹配即为经典的匹配。 称 k鄄路匹配 Mk 的阶数

为集合 Mk 中元素的数目,即 Mk 中 k鄄路的数目,定
义图 G 的 k鄄路匹配数 滋k (G) 为最大 k鄄路匹配的

阶数。
给定图 G = (V,E)和正整数 k逸2,最小顶点覆

盖 k鄄路问题(MVCPk)是在图 G 中找一个最小顶点

子集 F,使得图 G 中的任何一条 k鄄路都至少有一个

顶点在 F 中。 如果一个顶点子集 F 是 MVCPk 的一

个可行解,则称 F 为一个顶点覆盖 k鄄路集合(VCPk

集),图 G 的顶点覆盖 k鄄路数 子k (G)被定义为图中

最小 VCPk 集的阶数。 顶点覆盖 k鄄路问题的提出源

于多个实际应用问题,如无线传感器网络加密以及

交通摄像头安装问题[1] 等,当 k 为 2 时,MVCPk 正

是著名的顶点覆盖问题,因此它是顶点覆盖问题的

一个自然的推广。
由 琢k(G)和 滋k(G)的定义易知,对于一般图 G

和正整数 k逸2,有 琢k(G) + 滋k(G)臆 | V(G) | 。 但根

据 K觟nig - Egerv佗ry 定理,对于任意的二部图 G,有
琢2(G) + 滋2(G) = |V(G) | 。 因为二部图的匹配数可

以在多项式时间内求出,因此根据 K觟nig -Egerv佗ry
定理,二部图的独立数也可以在多项式时间内求出。
又因为对任意图都有 琢k(G) + 子k(G) = | V(G) | , 因

此对于二部图,顶点覆盖数也能在多项式时间内求

出。 但 琢2(G) + 滋2 (G) = | V(G) | 并不只在二部图

上成立,由此,研究者给出了 K觟nig - Egerv佗ry 图的

定义[2 - 3]:一个图 G 如果满足 琢2 (G) + 滋2(G) =
|V(G) | ,则称图 G 为一个 K觟nig -Egerv佗ry 图。 近几

十年来,学者们从禁用子图、算法设计、谱等方面对

K觟nig -Egerv佗ry图作了深入研究[4 - 7],因此将K觟nig -
Egerv佗ry 图的概念进行推广, 并对 k鄄路形式的

K觟nig -Egerv佗ry 图进行研究是十分必要的。
本文首先考虑了树,证明树都是 k鄄路形式的

K觟nig -Egerv佗ry 图;其次考虑了单圈图,研究发现并

非所有的单圈图都是 k鄄路形式的 K觟nig - Egerv佗ry
图,但这些单圈图都具有一些特定性质。

1摇 树

本文推广了 K觟nig -Egerv佗ry 图的概念,给出了



如下定义。
定义 1摇 对于正整数 k逸2,一个图 G 如果满足

琢k(G) + 滋k(G) = | V(G) | ,则认为图 G 满足 k鄄路形

式的 K觟nig -Egerv佗ry 性质,称它为一个 k鄄路形式的

K觟nig -Egerv佗ry 图。
因为对任意图 G,都有 琢k(G) + 子k(G) = |V(G) |,

所以不难得出,一个图 G 是 k鄄路形式的 K觟nig -
Egerv佗ry图当且仅当 滋k(G) = 子k(G)。 此处考虑树的

情况,证明树都是 k鄄路形式的 K觟nig -Egerv佗ry 图。
定理 1摇 对于任意的树,T 是 k鄄路形式的K觟nig -

Egerv佗ry 图。
证明:对树的顶点数 |V(T) |进行归纳。
当 |V(T) |臆k - 1 时,显然有 滋k(T) = 子k(T) =

0,即 T 是 k鄄路形式的 K觟nig -Egerv佗ry 图。
假设 | V(T) | 臆n 时 T 是 k鄄路形式的 K觟nig -

Egerv佗ry 图,现考虑 |V(T) | = n + 1 时的树 T。 任选

T 中的一个顶点 r,将 T 变成以 r 为根的根树,对于 T
上每个顶点 v,其层数 l(v)为 T 中从顶点 r 到顶点 v
的通路长度。

用 Tu 表示以 u 为根的子树,找到包含 k鄄路且根

u 的层数最大的子树 Tu,这种子树显然存在。 易知

滋k(Tu) = 1,且 Tu 上的任意一条 k鄄路必通过顶点 u,
否则与 u 的层数最大相矛盾。

令 T忆 = T \Tu,假设 F 为 T 的一个最小 k鄄路顶点

覆盖集,则 F疑V(Tu)屹芰 ,且 F忆 = (F \V(Tu))胰
{u}也为 T 的最小 k鄄路顶点覆盖集,F忆 \ {u}为 T忆的
一个 k鄄路顶点覆盖集,因此有 子k (T忆)臆子k (T) - 1;
另一方面,若 F义为 T忆的一个最小 k鄄路顶点覆盖集,
则 F义胰{u}为 T 的一个最小 k鄄路顶点覆盖集,因此

有 子k ( T ) 臆 子k ( T忆) + 1。 综 上, 有 子k(T) =
子k(T忆) + 1。

令 M 为 T 的一个 k鄄路匹配,设 Q 为 Tu 中的一

条 k鄄路,则可通过替换得到一个 k鄄路匹配 M忆,并使

得 M忆中含有 Q,此时 M忆 \ {Q}为 T忆的一个 k鄄路匹

配,故有 滋k(T忆)逸滋k(T) - 1;另一方面,如果 M义为
T忆的一个 k鄄路匹配,则 M义胰{Q}为 T 的一个 k鄄路
匹配,故有 滋k(T)逸滋k(T忆) + 1。 由此有 滋k(T) =
滋k(T忆) + 1。

由归纳假设可知 T忆 是 k鄄路形式的 K觟nig -
Egerv佗ry 图,即 滋k ( T忆) = 子k ( T忆),所以有 子k(T) =
滋k(T),由此证明任何一个树都是 k鄄路形式的

K觟nig -Egerv佗ry 图。 定理 1 得证。
显然,可以很容易地由定理 1 得到推论 1。

推论 1 摇 森林是 k鄄路形式的 K觟nig - Egerv佗ry
图。

2摇 单圈图

若一个简单连通图 G = (V,E)满足 |V(G) | =
|E(G) | ,则称图 G 是一个单圈图。 对简单图 G,用
赘k(G)表示集族{S:S 是 G 的最大 k鄄路独立集},用
corek(G)表示 G 的最大 k鄄独立集的核,即 G 的所有

最大 k鄄独立集的交集所构成的集合,则有corek(G) =
疑{S:S沂赘k(G)}。

如果 琢k(G - e) > 琢k (G),则称边 e 是 琢k鄄临界

边;如果 滋k(G - e) < 滋k(G),则称 e 是 滋k鄄临界边。
下面给出一些关于临界边的结构定理。
引理 1摇 令 G 是一个图,e 是 G 的一条边,如果

e 是 G 的一条 琢k鄄临界边,则 琢k(G - e) = 琢k(G) + 1;
如果 e 是 G 的 一 条 滋k鄄临 界 边, 则 滋k(G - e) =
滋k(G) - 1。

证明:(1)设 e 是 G 的一条 琢k鄄临界边,F 为 G - e
的一个最大 k鄄独立集,e 的两个端点为 v 和 w。 假设

v埸F 或 u埸F,易知 F 也是 G 的一个 k鄄独立集,故有

琢k(G - e)臆琢k(G),这与 e 是 G 的一条 琢k鄄临界边相

矛盾,因此 v沂F 且 u沂F;另一方面,因 F - u 是 G 的

一个 k鄄独立集,因此 琢k (G - e)臆琢k (G) + 1。 综上

有 琢k(G - e) = 琢k(G) + 1。
(2)类似地,设 e 是 G 的一条 滋k鄄临界边,因为

删掉一条边 e 后 滋k(G - e)逸滋k(G) - 1;又因为 e 是

滋k鄄临界边,由 滋k鄄临界边的定义可知,滋k(G - e)臆
滋k(G) + 1。因此有 滋k (G - e) = 滋k (G) - 1。 引理 1
得证。

引理 2摇 对任意图 G,corek(G)中没有 琢k鄄临界

边的端点。
证明:令 uv 为 G 的一条 琢k鄄临界边,F 是 G - uv

的最大 k鄄独立集。 由引理 1 知 u沂F 且 v沂F,易知

F - u 和 F - v 都是 G 的最大 k鄄独立集,因此有

corek(G)哿F \{u,v},即 corek(G)中没有 琢k鄄临界边

的端点。 引理 2 得证。
进一步考虑 n 阶单圈图。
引理 3 摇 若 G 是一个 n 阶单圈图,那么有n -

1臆琢k(G) + 滋k(G)臆n。
证明:记图中的圈为 C,找到一条边 e = xy沂

E(C),使得 G - e 是树。 由定理 1 知,所有的树都是

k鄄路形式的 K觟nig -Egerv佗ry 图, 因此有 琢k(G - e) +
滋k(G - e) = n;又因为 琢k (G - e)臆琢k (G) + 1 且
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滋k(G - e)臆滋k(G),所以有 琢k(G - e) + 滋k(G - e)臆
琢k(G) + 滋k(G) + 1,即 n - 1臆琢k (G) + 滋k (G)臆n。
引理 3 得证。

定理 2 摇 若图 G 是 n 阶单圈图,则 琢3(G) +
滋3(G) = n - 1 当且仅当唯一的圈 C 上每条边都是

琢3 鄄临界的。
证明:首先证明必要性。 对于任意的e沂E(C),

若 G - e 是树,则有 琢3(G - e) + 滋3(G - e) = n;又因

为 琢3(G) + 滋3(G) = n - 1 且 滋3(G - e)臆滋3(G),所
以有 琢3(G - e)逸琢3(G) + 1。 故 e 是 琢3 鄄临界的,从
而圈上每条边都是 琢3 鄄临界的。

然后证明充分性。 假设圈 C 上每条边都是 琢3 鄄
临界的,因为所有 滋3 鄄临界边都被每个最大 3鄄路匹配

所包含,所以不可能存在一条 4 路,其路上的所有边

全是 滋3 鄄临界的;同理,一个三角形的 3 条边不可能

都是 滋3 鄄临界的。 因此存在 e沂E(C),使得

滋3(G - e) = 滋3(G) (1)
由 G - e 是树,有
琢3(G - e) + 滋3(G - e) = n (2)
因为 C 上每条边都是 琢3 鄄临界的,故有

琢3(G) + 1 = 琢3(G - e) (3)
综合式(1) ~ (3)可得 琢3(G) + 滋3(G) = n - 1。

定理 2 得证。
图 G 顶点 v沂 V (G) 的邻域是集合 N ( v) =

{w颐 w沂V(G)且vw沂E(G)},因此对顶点集 A,其邻

域为 N(A) =胰{N(v) 颐 v沂A}。 设 y 为圈 C 的一个

顶点,xy 为图的一条不在圈上的边,令 Tx 是 G - xy
中包含顶点 x 的树。

对于不满足 3鄄路形式 K觟nig - Egerv佗ry 性质的

单圈图,下文研究它们分离集的核的结构。
推论 2 摇 若 G 是 不 满 足 3鄄路 形 式 K觟nig -

Egerv佗ry 性质的单圈图, 那么圈上的点都不在

core3(G)中。
证明:由引理 2 和定理 2 即可得到推论 1。 通

过推论 1 可知,不满足 3鄄路形式 K觟nig -Egerv佗ry 性

质的单圈图,其圈上的顶点不在分离集的核中,因此

只需考虑圈以外的顶点。
定理 3 摇 若 G 是 不 满 足 3鄄路 形 式 K觟nig -

Egerv佗ry 性 质 的 单 圈 图, 其 中 唯 一 的 圈 为 C =
(V(C),E(C)),那么 core3(G) = 胰{core3(Tx):x沂
N(V(C)) \V(C)}。

证明:设 y 为圈 C 的一个顶点,xy 为图的一条

不在圈上的边,则 x沂N(V(C)) \V(C)。 设 z 是 y 在

圈中的一个邻点,由定理 2 知 yz 是 琢3 临界的,因此

存在一个图的最大分离集 Sy沂赘3(G)使得 y沂Sy;同
理,存在 Syz沂赘3(G - yz)使得{y,z}奂Syz。

先给出两个断言,然后通过这两个断言来证明

定理 3。
断言 1:每个 Tx 的最大分离集可以扩展到一个

G 的最大分离集。
证明:设 A沂赘3 (Tx)是 Tx 的一个最大分离集,

分 x埸A 和 x沂A 两种情况来讨论。
(1)x埸A
若 x埸Sy,由 Sy \ V(Tx )是 G - Tx 的分离集有

| Sy \V(Tx) |臆琢3(G - Tx)。 首先证明 | Sy \V(Tx) | =
琢3(G - Tx)。 若 | Sy \V(Tx) | < 琢3 (G - Tx),设 S0 为

G - Tx 的一个最大分离集, 则 S1 = S0 胰 (Sy疑
V(Tx))是 G 的分离集,且 | S1 | > 琢3(G),这与 S1 是

G 的分离集相矛盾,因此有 | Sy \ V(Tx) | = 琢3 (G -
Tx)。 其次证明W = A胰(Sy \V(Tx))沂赘3(G)。 因为

x埸 A 且 x埸 Sy,因此 W 是 G 的分离集,又因为

琢3(G)臆琢3(G - Tx) + 琢3(Tx) = | Sy \V(Tx) | + | A | ,
所以有 W = A胰(Sy \V(Tx))沂赘3(G)。 x埸A 且 x埸
Sy 的情况得证。

若 x沂 Sy,由 Sy 疑 V ( Tx ) 是 Tx 的分离集,有

|A |逸 | Sy疑V ( Tx ) | ;由 x埸A,有 W = ( Sy \ ( Sy 疑
V(Tx)))胰A 是 G 的分离集;又因为 |W | 逸琢3 (G),
所以 W 为 G 的最大分离集,因此有 A哿W沂赘3(G)。
x埸A 且 x沂Sy 的情况得证。

情况(1)得证。
(2) x沂A
因为 Syz疑V(Tx)是 Tx 的分离集,所以有 |A |逸

| Syz疑V(Tx) | ,由 yz 是 琢3 临界边可得 琢3(G) = | Syz \
{y} | 。 又因为 W = (Syz \{y} \(Syz疑V(Tx)))胰A 是

一个 G 的分离集,且 琢3 (G) = | Syz \ {y} | 臆 |W | ,因
此 W 为 G 最大分离集,进而有 A哿W沂赘3(G)。

综合情况(1)、(2)可得,每个 Tx 的最大分离集

都可以扩展到一个 G 的最大分离集。 断言 1 得证。
断言 2: 对任意的 S沂赘3(G)和 x沂N(V(C)) \

V(C),都有 S疑V(Tx)沂赘3(Tx)。
证明:分 y埸S 以及 y沂S 两种情况进行讨论。
(1)y埸S
令 B = S疑V(Tx),用反证法证明 B沂赘3 (Tx)。

假设 B = S疑V(Tx)埸赘3(Tx),则存在 A沂赘3(Tx)使
得 H = ( S \ B) 胰 A 为 G 分离集; 又因为 |H | >
琢3(G),与 H = (S \B)胰A 为 G 分离集相矛盾,因此
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有 B沂赘3(Tx)。
(2)y沂S
令 B = S疑V(Tx),易知 G - Tx 为不满足 3鄄路形

式 K觟nig -Egerv佗ry 性质的单圈图;又由 e = yz 是 琢3

临界边,有 琢3(G - Tx - e) = 琢3(G - Tx) + 1,由引理

1 知存在 G - Tx - e 的最大分离集 S忆yz, 使得{y,z}奂
S忆yz,易知 S忆yz \ { y}为 G - Tx 的最大分离集。 将S疑
V(G - Tx)替换为 S忆yz \ {y},则(S忆yz \ {y})胰B 仍为 G
上分离集;又因为 | S忆yz \ { y} | 逸 | S疑V(G - Tx) | ,所
以(S忆yz \{y})胰B 为 G 最大分离集。

用反证法证明 B沂赘3(Tx)。 假设 B埸赘3(Tx),
则存在 A沂赘3(Tx)使得(S忆yz \{y})胰A 为 G 分离集,
因为(S忆yz \ {y})胰A 的阶数大于 琢3 (G),这与(S忆yz \
{y})胰A 是 G 的分离集相矛盾,因此 B沂赘3(Tx)。

由情况(1)、(2)可知,对任意的 S沂赘3 (G)和

x沂N(V(C)) \V(C),都有 S疑V(Tx)沂赘3(Tx)。 断

言 2 得证。
由断言 1 和断言 2 有

core3( Tx ) = 疑 { A: A 沂 赘3 ( Tx )} = 疑 {S疑
V(Tx): S 沂 赘3 ( G )} = ( 疑 { S: S 沂 赘3(G)})疑
V(Tx) = core3(G)疑V(Tx)

故有core3(G) = 胰{core3 (Tx):x沂N(V(C)) \
V(C)}。

定理 3 得证。

3摇 结束语

本文提出了 k鄄路形式的 K觟nig -Egerv佗ry 图,并
证明了树是 k鄄路形式的 K觟nig -Egerv佗ry 图。 进一步

考虑了单圈图,并给出了不满足 3鄄路形式的K觟nig -
Egerv佗ry 性质的单圈图的等价条件,以及这些图分

离集核的结构。
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Abstract: In this paper, we introduce a generalization of the K觟nig -Egerv佗ry graphs, namely the class of k鄄K觟nig -
Egerv佗ry graphs. We proved that any tree is a k鄄K觟nig -Egerv佗ry graph, and studied the k鄄K觟nig -Egerv佗ry prop鄄
erty of the unicyclic graphs.
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