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一维 Navier -Stokes -Cahn-Hilliard 方程组解的
适定性分析

王暐翼摇 童天娇摇 陈亚洲*

(北京化工大学 数理学院, 北京摇 100029)

摘摇 要: 讨论和描述了具有扩散界面的互不相溶气液两相流动的可压缩 Navier -Stokes -Cahn -Hilliard(NSCH)方
程组的周期边值问题,NSCH 方程组中采用了 van der Waals 状态方程,该状态方程是关于密度非凸的刻画气液相变

的经典模型。 通过对压力的单调分解并结合能量估计的方法,克服了状态方程非凸性带来的困难,得到了流体密

度的上下界估计;对任意初始值(密度不含真空),证明了该问题的一维流动强解是全局存在且唯一的。 结果表明,
该气液相变问题不会出现激波和真空现象。
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引摇 言

气液两相流广泛存在于化工、海洋、航空、生物

等领域的生产过程中,对其进行研究具有重要的理

论和应用价值。 对于两相流接触界面的刻画可分为

两种类型:一类是将接触面当作光滑界面,另一类是

将互不相溶的两相流界面看成是有厚度的扩散界面

层。 本文研究第二种类型。 Cahn 等[1] 首先引入界

面自由能,提出了著名的 Cahn -Hilliard(CH)方程

来描述两种互不相溶流体的界面运动情况;Lowen鄄
grub 等[2] 进一步将刻画单一流体流动的 Navier -
Stoke(NS)方程与 CH 方程相结合,得到了 Navier -
Stokes -Cahn -Hilliard(NSCH)方程组;Abels 等[3]证

明了三维可压缩 NSCH 方程组全局弱解的存在性,
但是弱解的唯一性还没有得到解决。 此后 Matthias
等[4]得到了三维 NSCH 方程组的局部强解的存在唯

一性;Ding 等[5]给出了一维情形下可压缩 NSCH 方

程组全局强解的存在性;Chen 等[6] 证明了一维带有

非光滑自由能密度的可压缩 NSCH 方程组周期边值

问题强解的适定性。
然而以上文献在研究 NSCH 方程解的适定性问

题时所考虑的压力项 p 采用了理想正压气体模型,
即 p = a籽r(籽 为密度,常数项 a > 0,r > 1)。 本文在前

人的研究工作的基础上,讨论带有 van der Waals 状

态方程的一维黏性可压缩 NSCH 方程组,利用能量

积分和压力 p 的特殊结构,克服压力的非凸性及密

度上下界估计的困难,来证明对于初始密度不含真

空的任意初值的 NSCH 方程组,其强解具有全局存

在唯一性。

1摇 模型构造及主要定理

可压缩气液混合两相流流动过程通常由如下的

NSCH 非线性偏微分方程组来描述

鄣t籽 + div(籽u) = 0

鄣t(籽u) + div(籽u茚u) = divT

鄣t(籽字) + div(籽字u) = 驻滋

籽滋 = 1
着 籽 鄣f

鄣字 - 着驻

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 字

(1)

式中,籽 = 籽1 + 籽2 为混合流体的总密度;u 为流体速



度,且有 籽u = 籽1u1 + 籽2u2,ui( i = 1,2)为第 i 种组分

速度;字 = 字1 - 字2 为两种组分质量浓度差,其中 字 i =
Mi / M( i = 1,2),Mi 为第 i 种组分的质量;滋 为混合

流体的化学势能;常数 着 > 0 为混合流体的界面厚

度;T 为应力张量,且满足

T = S - (着 驻字茚 驻字 - | 驻字 | 2
2 )I - pI

S = (自 ( 驻u + 驻Tu) - 2
3 div )uI + 浊div

ì

î

í

ï
ï

ï
ï uI

(2)

式(2)中,I 为单位矩阵,S 为 Newtonian 黏性张力,p
为压力,常数 自 > 0、浊逸0 为黏性系数。

自由能密度函数 f = f(籽,字)定义如下[7 - 9]

f(籽,字) = - 3籽 + 8专
3 ln 籽

3 - 籽 + 1
4 (字2 - 1) 2 (3)

式中 专 为温度。 本文考虑式(1)中的一维情形

籽t + (籽u) x = 0

籽ut + 籽uux + px = 自uxx -
着
2 (字2x) x

籽字 t + 籽u字x = 滋xx

滋 = 1
着 (字3 - 字) - 着

籽 字

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï xx

(4)

式(4)中,(x,t)沂RR 伊 (0, + 肄 ),u 为混合流体在一

维情形下的速度。 压力 p 满足 van der Waals 状态

方程

p(籽) =
籽2 鄣f

鄣籽 = - 3籽2 + 8专籽
3 - 籽, 0臆籽 < 3

+ 肄 , 籽逸
{

3
(5)

同时有

p忆 = p / pc

籽忆 = 籽 / 籽c

专忆 =专 / 专

ì

î

í

ï
ï

ïï
c

式中,pc,籽c,专c 分别表示临界点处的压力、密度及

温度[9]。 在不引起混淆的情况下,p忆,籽忆,专忆仍记作

p,籽,专。
由式(5)知,压力 p 关于参变量 籽 有以下单调

性质:
淤当 专 > 1 时,p 为单调增函数;
于当 0 <专 < 1 时,存在两点 琢,茁沂(0,3),使得

籽沂(0,琢)胰(茁,3)时,p 为单调增函数,籽沂(琢,茁)
时,p 为单调减函数。

方程组(4)的初值及周期边值条件如式(6)

(籽,u,字)(x,t) = (籽,u,字)(x + L,t), x沂RR,t > 0
(籽,u,字) | t = 0 = (籽0,u0,字0), x沂{ RR

(6)
定义 L2(RR)的周期函数空间,有
L2

per = {g | g(x) = g(x + L),x沂RR,g(x)沂L2(0,
L)}
其范数可表示为

椰g椰 (= 乙L
0
| g(x) | 2d )x

1
2

Hl
per( l逸0)可定义为

Hl
per = {g沂RR|g(x)沂L2

per,鄣j
xg沂L2

per,j =1,2,…,l}
其范数可表示为

椰g椰l (= 移
l

j = 0
椰鄣j

xg椰 )2
1
2

假设式(4)的初值满足以下条件

(籽0,u0)沂H2
per,字0沂H4

per,籽0沂(0,3)

籽t(x,0) = - 籽0xu0 - 籽0u0x

ut(x,0) = 自
籽0
u0xx - u0u0x -

p忆籽(籽0)
籽0

籽0x -

摇 摇 摇 摇 着
籽0x

字0x字0xx

字 t(x,0) = - u0字0x -
着字0xxxx
籽2
0

+
2着籽0x

籽3
0

字xxx +

摇 摇 摇 摇 (着
籽0xx

籽3
0

-
2籽2

0x

籽4 )
0

字0xx +

摇 摇 摇 摇
(3字20 - 1)字0xx

着籽0
+
6字0字20x
着籽

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

0

(7)

由式(5)及压力 p 关于参变量 籽 的单调性质可

得:当 0 < 专 < 1 时,有埚灼沂(0,琢),使得 p( 灼) =
p(茁)。

设密度常数参数 寛籽 满足 0 < 寛籽 < 灼 < 3,定义

椎(籽) = 籽 乙籽
籽~

p( s) - p( 寛籽)
s2

ds

则由式(4)的第一方程可以得到

椎(籽) t + (椎(籽)u) x + (p(籽) - p( 寛籽))ux = 0 (8)
对于周期边值问题,可将整个空间RR 看作是[0,

L]以 L 为周期的扩展,因此只需在[0,L]上讨论解

的存在性。
定理 1摇 假设(籽0,u0,字0)满足条件式(7),则方

程组(4) ~ (6)存在唯一的全局强解(籽,u,字),使得

对任意的 T > 0,存在常数 0 < 酌 < 3,且满足
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籽沂L肄 (0,T,H2
per)

籽t沂L肄 (0,T;L2
per)

u沂L肄 (0,T;H2
per)疑L2(0,T;H3

per)

ut沂L肄 (0,T;L2
per)疑L2(0,T;H1

per)

字沂L肄 (0,T;H4
per)

字 t沂L肄 (0,T;L2
per)疑L2(0,T;H2

per)

滋沂L肄 (0,T;H2
per)疑L2(0,T;H4

per)

滋t沂L2(0,T;L2
per)

0 < 籽臆酌 < 3, for all (x,t)沂RR 伊 [0,T

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï ]

(9)

且有

sup
t沂[0,T]

{椰(籽,u) ( t)椰2
2 + 椰字( t)椰2

4 + 椰滋( t)

椰2
2} + 乙T

0
(椰籽椰2

2 +椰u椰2
3 + 椰(字,滋)( t)椰2

4)dt臆

C (10)
式中,C 为只依赖于初值及 T 的正常数。

2 主要定理的证明

定理 1 的证明分为两个部分:先证明局部解的

存在性,再通过能量方法得到解的一致估计,结合延

拓方法得到全局强解的存在性。
证明过程中存在两个难点:一是密度 籽 的上下

界确定,二是压力 p 的非凸性。 对于第一个难点,可
以利用所得基本能量不等式、压力 p 结构的特殊性

以及测度相关知识,通过反证法得到;对于第二个难

点,可以根据 p忆籽、p义籽籽具体表达式及 籽臆酌 < 3,求出高

阶能量估计。
2郾 1摇 局部解的存在性

先定义周期解空间,即对坌m >0,M >0,T >0,有
Xper,m,M([0,T]) = {( 籽,u,字) | 籽沂C0 ([0,T];

H2
per)疑L2(0,T;H2

per)
u沂C0([0,T];H2

per)疑L2(0,T;H3
per)

字沂C0([0,T];H4
per)疑L2(0,T;H5

per)
inf

x沂RR,t沂[0,T]
籽 ( x, t) 逸 m, sup

t沂[0,T]
{椰 ( 籽, u) 椰2

2,

椰字椰2
4}臆M} (11)
命题 1摇 对坌m > 0,M > 0,若初值满足条件 inf

x沂RR

籽0(x,t)逸m,椰( 籽0,u0)椰2
2臆M,椰字0椰2

4臆M,则存

在一个小时间 T* = T*(籽0,u0,字0) > 0,使得周期边

值问题式(4) ~ (6)存在唯一解(籽,u,字),且满足

(籽,u,字)沂Xper,m2 ,2M([0,T*])
证明:令 0 < T < + 肄 ,对任意的 m > 0,M > 0,构

造一个可迭代的序列(籽(n),u(n),字(n) ),n = 1,2,…,

且满足初始条件( 籽(0),u(0),字(0) ) = ( 籽0,u0,字0 ),利
用此可迭代序列构造以下迭代格式

籽(n)
t + (籽(n)u(n - 1)) x = 0

籽(n)u(n)
t + 籽(n)u(n - 1)u(n)

x + (p(籽(n))) x =

摇 摇 摇 自u(n)
xx - 着

2 ((字(n)) 2
x) x

籽(n) 字(n)
t + 籽(n)u(n - 1) 字(n)

x = 滋(n)
xx

滋(n) = 1
着 ((字(n - 1)) 3 - 字(n - 1)) - 着

籽(n) 字
(n)
xx

(籽(n),u(n),字(n))(x,t) = (籽(n),
摇 摇 u(n),字(n))(x + L,t)
(籽(n),u(n),字(n))(x,0) = (籽0,u0,字0)(x

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï )

(12)

利用类似文献[6]的迭代方法,可以证明周期

边值问题式(4) ~ (6)解的局部存在性。
2郾 2摇 全局解的存在性

命题 2摇 假设(籽0,u0,字0)满足条件式(7),对于

任意的 T > 0,设( 籽,u,字)沂Xper,m,M([0,T])为方程

组式(4) ~ (6)的局部解,则存在一个只依赖于初值

及 T 的常数 C,使得

sup
t沂[0,T]

{椰(籽,u) ( t)椰2
2 + 椰字( t)椰2

4 + 椰滋( t)

椰2
2} + 乙T

0
(椰籽椰2

2 +椰u椰2
3 + 椰(字,滋)( t)椰2

4)dt臆

C (13)
命题 2 的证明可由以下引理 1 ~ 4 得到。
引理 1摇 在命题 2 的假设下,对于任意的 T > 0,

都有

sup
t沂[0,T]乙

L

(
0

籽u2

2 +
着字2x
2 + 籽(字2 - 1) 2

4着 +椎(籽 )) dx +

乙T
0
乙L
0
(自u2

x + 滋2
x)dxdt臆C (14)

证明:将式(4)第二个方程乘以 u,式(4)的第三

个方程乘以 滋,相加后关于 x 在[0,L]上积分,得到

d
dt 乙

L

(
0

籽u2

2 +
着字2x
2 + 籽(字2 - 1) 2

4 )着 dx + 乙L
0
( 滋2

x +

自u2
x + upx)dx = 0 (15)

对式(8)在[0,L]上积分,得
d
dt 乙

L

0
椎(籽)dx = 乙L

0
upx(籽)dx (16)

将式(16)代入式(15),再关于 t 在[0,T]上积

分,得

sup
t沂[0,T] 乙

L

(
0

籽u2

2 +
着字2x
2 + 籽(字2 -1)2

4着 + 椎( 籽 )) dx +

乙T
0
乙L
0
(自u2

x + 滋2
x)dxdt臆E0
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式中

E0 = 乙L (
0

籽0u2
0

2 +
着字20x
2 +

籽0(字20 - 1) 2

4着 +椎(籽0 )) dx

引理 1 得证。
引理 2摇 在命题 2 的假设下,对任意的 T > 0,

都有

sup
t沂[0,T]

椰字(x,t)椰L肄per
臆C, sup

t沂[0,T]
椰籽(x,t)椰L肄per

<

3 (17)
以及

sup
t沂[0,T]乙

L

0
籽字2dx + 乙T

0
乙L
0

字2xx
籽 dxdt + 乙T

0
乙L
0
字2字2xdxdt臆C

(18)
证明:对式(4)第一个方程在[0,L] 伊 [0,t]上

积分,得

乙L
0
籽(x,t)dx = 乙L

0
籽0(x)dx (19)

由式(19)及式(14)可得, 乙L
0
籽字4dx臆C, 乙L

0
籽字

dx臆C,并且有

| 字(x,t) | = 1

乙L
0
籽0dx

字(x,t) 乙L
0
籽(y,t)dy 臆

1

乙L
0
籽0d

(
x

乙L
0
籽 ( y, t () 乙x

y
字s ( s, t) d )s dy + 乙L

0

字(y,t)籽(y,t)d )y 臆C 乙L
0
字2xdx + C

另外,若 籽逸3,则由式(5)可得 p(籽) = + 肄 ,易

得 椎(籽) = + 肄 ,这与式(14)中 sup
t沂[0,L]乙

L

0
椎(籽) dx臆

E0 < + 肄相矛盾,所以有 籽 < 3,式(17)得证。
将式(4)第三个方程乘以 字,并在[0,L] 伊 [0,

T]上积分,得
1
2 乙

L

0
籽字2dx + 1

着 乙
T

0
乙L
0
3字2字2xdxdt + 着 乙T

0
乙L
0

字2xx
籽 dxdt =

1
着 乙

L

0
乙L
0
字2xdxdt +

1
2 乙

L

0
籽0字20dx臆C

式(18)得证。
引理 3摇 在命题 2 的假设下,对于任意的 T > 0,

都有

sup
t沂[0,T]

椰 1
籽 椰L肄per

臆 C

sup
t沂[0,T]乙

L

0
籽2
xdx 臆 C

籽 臆 酌 <

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

3

(20)

证明:对式(4)第一个方程关于 x 求导,再代入

式(4)第二个方程,得

(籽u) t + ( 籽u2 ) x + p忆( 籽) 籽x = [自 籽 d
d (t

1 )籽 x
+

籽 (u 1 )籽 ]
xx

- 着
2 (字2x) x (21)

将式(21)乘以
自 (2

1 )籽 x
,并在[0,L]上积分,结

合式(18)及式(14),并利用文献[7]中 p忆( 籽)正负

性处理含 p忆( 籽)项的方法,使用 Gronwall蒺s 不等式

可得

sup
t沂[0,T]乙

L

(
0

(籽 1 )籽 x

2
+ 籽字2 + 籽u2 + 字2x +椎(籽) +

籽(字2 - 1) )2 dx + 乙T
0
乙L
0
(ux + 滋2

x)dxdt臆C (22)

由式(22)及积分中值定理可知,埚a( t)沂[0,

T]满足 籽(a( t),t) = 1
L 乙

L

0
籽0dx,所以有

1
籽(x,t) = 1

籽(x,t) - 1
籽(a( t),t) + 1

籽(a( t),t) 臆

C 乙L
0

(籽 1 )籽 x

2
dx + C臆C

再结合式(22)可得

sup
t沂[0,T]

1
籽 L肄per

臆C (23)

由式(22)、式(17)及 椎( 籽)的定义,并令 v =
1
籽 ,子 = 1

s ,则有

C逸 乙L
0
椎 ( 籽) dx = 乙L

0
- 籽 乙籽

籽
( p ( s) - p ( 寛籽))

(d 1 )s dx = 乙L
0

- 1
v 乙 (

v

v
(p 1 )子 - (p 1

寛 ) )
v

d子dx =

乙L
0

1 (v
8专

3 寛v - 1
- 摇 摇

摇 摇摇
摇

3
寛v

)
2

( v - 寛v) dx - 乙L
0

1
v 乙 (

v

v

8专
3子 - 1 -

3
子 )2 d子dx (24)

式(24)中 寛v = 摇 摇摇 摇摇
摇

1
寛籽
为常数,则 8

摇 摇 摇 摇摇 摇摇摇摇
摇

专

3 寛v - 1
- 摇 摇

摇 摇摇
摇

3
寛v2

也为常数,则

乙L
0

1 (v
8
摇 摇 摇

摇 摇摇摇
摇

专

3寛v -1
- 摇 摇

摇 摇摇
摇

3
寛v

)
2

(v - 寛v)dx = C - C 乙L
0

1
v dx =

C - C 乙L
0
籽dx = C - C 乙L

0
籽0dx = C (25)

又 sup
t沂[0,L]

1
v L肄per

< 3, sup
t沂[0,T]乙

L

0

1
v2

dx < C,结合式

(23)可得 v = 1
籽 沂( 1

3 ,M],并可得到
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- 乙L
0

1
v 乙 (

v

v

8专
3子 - 1 - 3

子 )2 d子dx = - 8专
3 乙

L

0

ln(3v -1)
v dx - 乙L

0

3
v2
dx + C逸C -8专

3 乙
L

0

ln(3v -1)
v dx =

C - 8专
3 乙

v沂( 1
3 ,M]

ln(3v - 1)
v dx (26)

若埚m0, |m0 | > 0 使得 v寅 1
3 在[0,L] \m0 上,

则有

- 8专
3 乙

v沂( 1
3 ,M]

ln(3v - 1)
v dx = - 8专

3 乙
[0,L] \m0

ln(3v - 1)
v dx - 8专

3 乙
m0

ln(3v - 1)
v dx = + 肄 (27)

由式(24) ~ (27)可得

sup
t沂[0,T]乙

L

0
椎(籽)dx = + 肄 (28)

式(28)与 sup
t沂[0,T]乙

L

0
椎(籽)dx < + 肄 矛盾,即不存在这

样的测度大于零的集合 m0 使得 v寅 1
3 ,所以

1
3 <

1
酌 臆v,即 籽臆酌 < 3。 由式(22)有

乙L
0
籽2
xdx臆椰籽椰3

L肄per
乙L
0

(籽 1 )籽 x

2
dx臆C

引理 3 得证。
引理 4 摇 在命题 2 的假设下,对任意的 T > 0

都有

摇

sup
t沂[0,T]

(椰字椰2
H4per

+ 椰字t椰
2
L2per

) +

摇 摇 摇 乙T
0
(椰字椰2

H4
per

+ 椰字t椰
2
H2
per
)dt 臆 C

sup
t沂[0,T]

(椰u椰2
H2
per

+ 椰ut椰
2
L2per

) +

摇 摇 乙T
0
(椰u椰2

H3
per

+ 椰ut椰
2
L1per

)dt 臆 C

sup
t沂[0,T]

(椰籽椰2
H2
per

+ 椰籽t椰
2
L2per

) + 乙T
0
椰籽椰2

H2
per
dt 臆 C

sup
t沂[0,T]

椰滋椰2
H2
per

+ 乙T
0
(椰滋椰2

H4
per

+ 椰滋t椰
2
L2per

)dt 臆

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï C

(29)
证明:由式(18)及式(20)可得

乙T
0
乙L
0
字2xxdxdt臆椰籽椰L肄 乙T

0
乙L
0

字2xx
籽 dxdt臆C (30)

对式(4)第四个方程关于 x 求导,再乘以 字xxx,
然后在[0,L] 伊 [0,T]上积分,并由式(14)、(20)得

乙T
0
乙L
0
字2xxxdxdt臆C 乙T

0
乙L (
0

籽
着 (3字2 - 1) -

滋x籽
着 +

字xx籽x )籽
2
dxdt臆C + C ( 着) 乙T

0
乙L
0
字2xx dxdt + 着 乙T

0
乙L
0
字2xxx

dxdt臆C (31)
将式(4)的第二个方程乘以 ut,再在[0,L]上积

分得

1
2

d
dt 乙

L

0
u2
xdx + 乙L

0
籽u2

t dx = - 乙L
0
籽uuxutdx -

乙L
0
p忆籽籽xutdx - 着 乙L

0
字x字xx utdx臆 C 乙L

0
u2
xdx + 1

4 乙
L

0
籽u2

t

dx + C (32)

式中, p忆籽 = - 6籽3 + 36籽2 - 54籽 + 24专
(籽 - 3) 2 。 再 结 合 式

(20),p忆籽 的上下界可以确定。
由式(32)并结合 Gronwall蒺s 不等式,可得

sup
t沂[0,T]乙

L

0
u2
xdx + 乙T

0
乙L
0
籽u2

t dxdt臆C (33)

将式(4)第三个方程对 t 求导,再乘以 字 t 后在

[0,L]上积分,可得

1
2

d
dt 乙

L

0
籽字2t dx + 乙L

0

字2xxt
籽 dx = - 2 乙L

0
籽u字 t字xtdx +

乙L
0
籽xu2字 t字xdx + 乙L

0
籽uxu字x字 tdx - 乙L

0
籽ut字x字 tdx + 1

着 乙
L

0

(3字2 - 1)字 t字xxtdx - 乙L
0

ux

籽 字xx字xxtdx - 乙L
0

籽x

籽 u字xx字xxtdx臆

1
2 乙

L

0

字2xxt
籽 dx + (C 1 + 乙L

0
(u2

x + 字2xx)d )x 乙L
0
籽字2t dx + C 乙L

0

(字2xx + 字2xxx + u2
x)dx 乙L

0
u2
xdx + 1

2 乙
L

0
籽u2

t dx (34)

由式 ( 20 ) ~ (22 ) 及式 ( 33 ) ~ (34 ), 利用

Gronwall蒺s 不等式得到

sup
t沂[0,T]乙

L

0
籽字2t dx + 乙T

0
乙L
0

1
籽 字2xxtdxdt臆C (35)

由式(4)第二个及第三个方程可得

乙L
0

字2xx
籽 dx = 乙L

0
(字3 - 字)字xxdx - 1

着 乙
L

0
字(籽字 t + 籽u字x)

dx臆1
4 乙

L

0

字2xx
籽 dx + C 乙L

0
籽字2t dx + C (36)

由式(35)、(36)得

乙L
0
字2xxdx =椰籽椰L肄per

乙L
0

字2xx
籽 dx臆C (37)

将式(4)第三个方程关于 x 求导后乘以 滋xxx得

sup
t沂[0,T]乙

L

0
字2xxxdx + 乙T

0
乙L
0
滋2

xxxdxdt臆C (38)

将式(4)第二个方程乘以 - 1
籽 uxx后在[0,L]上
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积分得

d
dt 乙

L

0
u2
xdx + 自 乙L

0

u2
xx

籽 dx = 乙L
0
u (xx 着 1

籽 字x 字xx +

籽x

籽 p忆籽 + uu )x dx臆 自
4 乙

L

0

u2
xx

籽 dx + C椰字x椰L肄 乙L
0

字2xx
籽 dx +

乙L
0
(p忆籽) 2 籽2

x

籽 dx (+ 乙L
0
u2
xdx + 乙L

0
u2
xxd )x 乙L

0
籽u2dx

(39)
结合式(39)和 Gronwall蒺s 不等式及( p忆籽) 2 在式

(20)条件下的有界性,可得

sup
t沂[0,T]乙

L

0
u2
xdx + 乙T

0
乙L
0
u2
xxdxdt臆C (40)

则由式(4)第一个方程可得

乙L
0
籽2
t dx = 乙L

0
(籽xu + 籽ux)2dx臆椰u椰L2椰ux椰L2

乙L
0
籽2
xdx +椰籽椰2

L肄 乙L
0
u2
xdx臆C (41)

将式(4)第二个方程关于 t 求导,等式两边同乘

ut 后在[0,L]上积分,得
1
2

d
dt 乙

L

0
籽u2

t dx + 自 乙L
0
u2
xt dx = 乙L

0
p忆籽籽tuxt dx +

着乙L
0
字xt字xuxtdx - 乙L

0
籽u2

t uxdx - 2 乙L
0
籽uuxtutdx -

乙L
0
籽tuuxutdx 臆 (C椰ux椰L2椰uxx椰L2 + 2) 乙L

0
籽u2

t dx +

(C +2椰籽椰
1
2
L2椰籽x椰

1
2
L2椰u椰L2椰ux椰L2 + 着) 乙L

0
u2
txdx +

(C + 1
籽 L肄

椰u椰L2 椰ux椰L2) 乙L
0
籽2
t dx + 着椰字x椰L2

椰字xx椰L2乙L
0
字2xtdx

由 Gronwall蒺s 不等式及式(20) ~ (41)得

sup
t沂[0,T]乙

L

0
utdx + 乙T

0
乙L
0
u2
xtdxdt臆C (42)

将式(4)第二个方程对 x 求导,得
籽xut + 籽uxt + 籽xuux + 籽uux + 籽u2

x + 籽uuxx + p义籽籽(籽x)2 +
p忆籽籽xx = 自uxxx - 着字2xx - 着字x字xxx (43)

式(43)中, p义籽籽 =
-6籽3 +54籽2 -162籽 -48专 +162

(籽 -3)3 。

将式(21)对 x 求导,得

(籽u) tx + (籽u2)xx + p义籽籽(籽x)2 + p忆籽籽xx = 自籽 (x
1 )籽 xt

+

(自籽 1 )籽 xxt
+ 自 ( 籽u) (x

1 )籽 xx
+ 自 ( 籽u () 1 )籽 xxx

-

着
2 (字2x) xx (44)

将式(44)乘以
1 (籽

1 )籽 xx
、式(43)乘以 -

uxxx

籽 ,再

对两式关于 x 在[0,L]上积分,可得

sup
t沂[0,T]乙

L

0
籽2
xxdx + 乙T

0
乙L
0
籽2
xxdxdt 臆 C

sup
t沂[0,T]乙

L

0
u2
xxdx + 乙T

0
乙L
0
u2
xxxdxdt 臆

ì

î

í

ï
ï

ïï C
(45)

由式(20)可以得到 p义籽籽的上下界,由式(4)第三

个方程可得

乙L
0
滋2

xx dx = 乙L
0

( 籽字 t + 籽u字x ) 2dx 臆 乙L
0

( 籽2字2t +

籽2u2字2x)dx臆C (46)
将式(4)第四个方程关于 t 求导,利用式(31)、

(34)及式(4)第一个方程可得

乙T
0
乙L
0
滋2

t dxdt = 乙T
0
乙L (
0

1
着 ( 字3 - 字 ) t - 着

籽

字 )txx

2
dxdt臆C (47)

将式(4)第四个方程关于 x 求二次导,可得

滋xx =
6
着 字字2x + 3字2 - 1

着 字xx - 着字xxxx
1
籽 + 2着字xxx

籽x

籽2 +

着字xx
籽xx

籽2 -
2着字xx籽2

x

籽3 (48)

将式(48)两边平方后关于 x 在[0,L]上积分,
得

sup
t沂[0,T]乙

L

0
字2xxxxdx臆C (49)

将式(3)两边关于 x 求二次导,两边平方后在

[0,L] 伊 [0,T]上积分,可得

乙T
0
乙L
0
滋2

xxxxdxdt臆C (50)

由式(31)、(33)、(35) 及式(37) ~ (50),可得

式(29),引理 4 得证。 结合引理 1 ~ 3,命题 2 得证,
进一步定理 1 得证。

3摇 结论

本文研究一类非凸压力状态方程的气-液两相

流,即带有 van der Waals 状态方程的 NSCH 方程组

解的适定性。 在初值密度不含真空时,利用测度论

及能量方法得出,混合流体总密度有严格小于 3 的

上界及大于 0 的下界,即不会出现真空,最终证明了

该方程组全局强解的存在唯一性。 通过嵌入定理可

推出该问题的解是连续的,即密度和速度不会出现

间断,因此不会出现激波现象。
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Well鄄posedness of solutions for Navier -Stokes -Cahn-Hilliard
system in one dimension

WANG WeiYi摇 TONG TianJiao摇 CHEN YaZhou*

(College of Mathematics and Physics, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: This paper is concerned with a diffusive interface model for immiscible gas -liquid binary fluids. The pe鄄
riodic boundary value problem for a compressible Navier -Stokes -Cahn -Hilliard equation is discussed, and the
van der Waals equation of state, which is non鄄convex for density and is the classical model for gas - liquid phase
transition, is employed. In addition, we make use of the monotonic decomposition of pressure combined with the
energy estimation method to overcome the difficulty caused by the non鄄convexity of the state equation, and the up鄄
per and lower bounds of the density are obtained. For any initial value (density without vacuum), the global exist鄄
ence and uniqueness of strong solutions is thus proved. The results indicate that there is no shock or vacuum phe鄄
nomenon in the gas -liquid phase change problem.
Key words: Navier -Stokes -Cahn -Hilliard (NSCH) equations; van der Waals equation of state; gas -liquid flow
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