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随机时滞微分方程的随机线性 兹方法的
均方指数稳定性
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(北京化工大学 理学院, 北京摇 100029)

摘摇 要: 给出了随机时滞微分方程随机线性 兹 方法的均方指数稳定性的充分条件,证明了当扩散系数高度非线性

(即不满足线性增长条件)时,随机线性 兹 方法仍可能均方指数稳定。 本文研究结果在相同条件下加强了 Huang 在

文献[5]中关于随机线性 兹 方法稳定性的结果。
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引摇 言

随机时滞微分方程可用于刻画有重要应用并与

时间相关,且依赖于过去状态的过程。 近年来,关于

这类方程数值解稳定性的研究取得了很大进展。
Higham[1]研究了线性随机微分方程对应的随机 兹
方法的渐近稳定性; Zong 等[2] 研究了非线性方程

对应的随机 兹 方法的均方指数稳定性;Wu 等[3] 得

到了中立型随机时滞微分方程相应数值解的指数稳

定性;Lan 等[4] 得到了带马氏切换的中立型随机时

滞微分方程的数值解指数稳定的充分条件。 当扩散

系数不满足线性增长条件时, Huang[5] 通过研究随

机线性 兹 方法平凡解的渐近稳定性,证明了特定条

件下随机线性 兹(1 / 2臆兹臆1)方法的均方渐近稳定

性,但是并没有给出收敛速度。
本文研究当扩散系数高度非线性时随机线性 兹

方法的均方指数稳定性,在给出随机时滞微分方程

的随机线性 兹 方法和两种稳定性定义的基础上,证
明了给定条件下随机线性 兹 方法的均方指数稳定性

(从而几乎处处指数稳定),完善了文献[5] 中的

结论。

1摇 基本假设和定义

对于一个抽象的全集 赘,F 是 赘 的子集类,P 表

示概率测度,令(赘,F,{Ft} t逸0,P)是一个完全概率

空间,滓 代数流{Ft} t逸0满足基本条件(即单增、右连

续且 F0 包含所有零测集)。 定义期望 E 为 赘 上随

机变量关于 P 的积分。 W( t)是定义在概率空间上

的标准布朗运动。
考虑以下形式的随机时滞微分方程

dy(t) = f(t,y(t),y(t - 子))dt +
摇 摇 g(t,y(t),y(t - 子))dW(t), t逸0
y(t) =准(t), t沂[ - 子,0

ì

î

í

ïï

ïï ]
式中,y( t)、f( t,x,y)、g( t,x,y)是定义在相同概率

空间上的随机变量,y( t)是未知函数, t沂[0,T];子
是正常数; 准 ( t) 是 F0 可测的, 且满足 sup

- 子臆t臆0
E

|准( t) | 2 < 肄 。
考虑随机线性 兹 方法(SLT 方法),即划分格子

点 0 = t0 < t1 < t2… < tn < T,tn = n驻,驻 为步长。 考虑



随机线性 兹 方法的数值迭代格式如下

yn +1 = yn + 兹驻f(tn +1,yn +1,yn +1) +
摇 摇 (1 - 兹)驻f(tn,yn,yn) + g(tn,yn,yn)驻Wn, n逸0
yn =准(tn), n臆

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

(1)
式中,yn + 1是 y( tn + 1)的近似值,yn 是 y( tn - 子)的近

似值,驻 > 0,兹沂[0,1],驻Wn =W( tn + 1) -W( tn)。
对于 子,存在正整数 m 和 啄(0 < 啄臆1),使得 子 =

(m - 啄)驻,所以式(1)中的 yn 可以线性表示为 yn =
(1 - 啄)yn - m + 啄yn - m + 1。 显然当 啄 = 0 时,随机线性 兹
方法回归为普通随机 兹 方法,该方法是随机 兹 方法

的一个推广。
注意到当 兹 > 0 时式(1)是隐式方法,为使式

(1)有定义,通常需要使系数 f 满足特定条件(如单

边 Lipschitz 条件)。
定义 1摇 对于式(1)中的随机线性 兹 方法 yn,若

存在 驻 > 0,使得lim sup
k寅肄

lgE( | yn | 2)
k驻 < 0,则称 yn 是均

方指数稳定的。
定义 2摇 对于式(1)中的随机线性 兹 方法 yn,若

存在 驻 > 0,使得 lim
k寅肄

E( | yn | 2) = 0,则称 yn 是渐近均

方稳定的。

2摇 主要结果和证明

定理 1摇 假定式(1)有定义,若系数 f、g 满足

2掖u,f( t,u,v)业 + | g( t,u,v) | 2臆 - C1 | u | 2 + C2

| v | 2,C1 > C2 > 0 (2)

则当
1
2 < 兹臆1 时, 随机线性 兹 方法是均方指数

稳定的。
证明:定理 1 的证明分 5 步进行。
淤 方程(1)可变换为

yn +1 - 兹驻f(tn +1,yn +1,yn +1) = yn - 兹驻f(tn,yn,yn) +
f( tn,yn,yn)驻 + g( tn,yn,yn)驻Wn

令 Fn = yn - 兹驻f( tn,yn,yn),则有

|Fn + 1 | 2 = |Fn | 2 + | f( tn,yn,yn)驻 + g( tn,yn,yn)
驻Wn | 2 + 2掖 f( tn,yn,yn)驻,Fn业 + 2掖g( tn,yn,yn)驻Wn,
Fn业 = |Fn | 2 + | f(tn,yn,yn) | 2驻2 + |g(tn,yn,yn) | 2驻 +
2掖 f( tn,yn,yn) 驻,yn业 - 2兹 | f( tn,yn,yn) | 2驻2 + Mn =
|Fn | 2 + (1 -2兹) | f(tn,yn,yn) | 2驻2 + |g(tn,yn,yn) | 2驻 +
2掖 f ( tn, yn, yn ) 驻, yn 业 + Mn = |Fn | 2 + ((1 - 2兹)
| f( tn,yn,yn) | 2驻 + | g( tn,yn,yn) | 2 + 2掖 f( tn,yn,yn),

yn业)驻 +Mn (3)
式 ( 3 ) 中, Mn = | g( tn,yn,yn) | 2 |驻Wn | 2 -
| g( tn,yn,yn) | 2驻 + 2 掖 g ( tn,yn,yn ) 驻Wn,Fn 业 + 2 掖 f
( tn,yn,yn)驻,g( tn,yn,yn)驻Wn业为鞅,鞅取期望为 0。

于 证明存在 0 < C < C1,使得

(1 - 2兹) | f( tn,yn,yn) | 2驻 + | g( tn,yn,yn) | 2 + 2
掖 f( tn,yn,yn),yn业臆 - C |Fn | 2 + C2 | yn | 2 (4)

事实上,有
(2兹 - 1) | f( tn,yn,yn) | 2驻 - C |Fn | 2 = (2兹 - 1)

| f( tn,yn,yn) | 2驻 - C ( | yn | 2 + | 兹驻f( tn,yn,yn) | 2 -
2掖兹驻f( tn,yn, yn ), yn 业) = [( 2兹 - 1 ) 驻 - C兹2驻2 ]
| f( tn,yn,yn) | 2 + 2C兹驻掖 f( tn,yn,yn),yn业 - C | yn | 2 =
a | f( tn,yn,yn) + byn | 2 - (ab2 + C) | yn | 2 (5)

式(5)中,a = (2兹 -1)驻 -C兹2驻2,b =C兹驻a 。 当
1
2 < 兹臆1,

能取到 驻 足够小,使得 a 足够小且 a > 0,因此存在 a
足够小,使得(ab2 + C) < C1,从而式(5)可变为

(2兹 - 1) | f( tn,yn,yn) | 2驻 - C |Fn | 2逸 - (ab2 +
C) | yn | 2逸 - C1 | yn | 2

又由式(2)可得

(2兹 - 1) | f( tn,yn,yn) | 2驻 - C |Fn | 2 逸2 掖 yn, f
( tn,yn,yn)业 + | g( tn,yn,yn) | 2 - C2 | yn | 2

移项后,式(4)得证。
盂 将式(4)代入式(3),有
|Fn + 1 | 2臆 |Fn | 2 + ( - C |Fn | 2 + C2 | yn | 2 )驻 +

Mn臆|Fn | 2 - C |Fn | 2驻 + C2 | yn | 2驻 + Mn臆(1 - C驻)
|Fn | 2 + C2 | yn | 2驻 +Mn

且 | yn | 2臆啄 | yn - m + 1 | 2 + (1 - 啄) | yn - m | 2,所以有

|Fn + 1 | 2臆(1 - C驻) |Fn | 2 + C2驻啄 | yn - m + 1 | 2 +
C2驻(1 - 啄) | yn - m | 2 +Mn

又由于对任意的 A > 1,都有

A(n + 1)驻 |Fn + 1 | 2 - An驻 |Fn | 2 臆A(n + 1)驻 [(1 - C驻)
|Fn | 2 +C2驻啄 |yn -m +1 | 2 + C2驻(1 - 啄) |yn -m | 2 + Mn] -
An驻 |Fn | 2 臆 A(n + 1)驻 (1 - C驻 - A - 驻 ) |Fn | 2 + A(n + 1)驻

C2驻啄 | yn - m + 1 | 2 + A(n + 1)驻C2驻(1 - 啄) | yn - m | 2 + A(n + 1)驻

Mn 臆 R1A(n + 1)驻 |Fn | 2 + R2A(n + 1)驻 | yn - m + 1 | 2驻 +
R3A(n + 1)驻 | yn - m | 2驻 + A(n + 1)驻Mn (6)
式(6)中,R1 = 1 - C驻 - A - 驻,R2 = C2啄,R3 = C2 (1 -
啄),R2 + R3 = C2。

对式(6)从 n = 0 到 n = k - 1 求和,得

Ak驻 |Fk | 2 臆 |F0 | 2 + R1 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 |F i | 2 +
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R2 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi - m + 1 | 2驻 + R3 移

k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi - m | 2驻 +

移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻Mi (7)

注意到 R1 | 驻 = 0 = 0,且
R忆1(驻) = - C + A - 驻 lnA (8)
当 1 < A < eC 时,R忆1 (驻) < 0,因此当 驻 > 0 时

R1 < 0 。
对 Fn = yn - 兹驻f( tn,yn,yn)两边平方,并应用式

(2)得
|F i | 2 = | yi | 2 + 兹2驻2 | f( ti,yi,yi) | 2 - 2兹驻掖 f( ti,

yi,yi),yi业逸 | yi | 2 - 2兹驻掖 f( ti,yi,yi),yi业逸 | yi | 2 +
C1兹驻 | yi | 2 - C2兹驻 | yi | 2 (9)

所以有

R1 |F i | 2臆R1( | yi | 2 + C1兹驻 | yi | 2 - C2兹驻 | yi | 2)
(10)

将式(10)代入式(7),有

Ak驻 |Fk | 2臆 |F0 | 2 + R1 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻( | yi | 2 + C1兹驻

| yi | 2 - C2兹驻 | yi | 2 ) + R2 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi - m + 1 | 2驻 +

R3 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi - m | 2驻 + 移

k-1

i = 0
A( i + 1)驻 Mi 臆 |F0 | 2 +

R1 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 [ | yi | 2 + C1兹驻 | yi | 2 - C2兹驻 ( 啄

| yi - m + 1 | 2 + ( 1 - 啄 ) | yi - m | 2 )] + R2 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻

|yi -m +1 | 2驻 + R3 移
k-1

i =0
A(i +1)驻 |yi -m | 2驻 + 移

k-1

i =0
A(i +1)驻Mi臆

|F0 | 2 + R1 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 ( 1 + C1兹驻 ) | yi | 2 + ( R2 -

R1C2兹啄) 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi - m + 1 | 2驻 + (R3 - R1C2兹 (1 -

啄)) 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi - m | 2驻 + 移

k-1

i = 0
A( i + 1)驻Mi

整理得

Ak驻 |Fk | 2 臆 |F0 | 2 + k1 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi | 2 +

k2 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi - m + 1 | 2 + k3 移

k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi - m | 2 +

移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻Mi (11)

式(11)中

k1 = R1(1 + C1兹驻)
k2 = (R2 - R1C2兹啄)驻
k3 = (R3 - R1C2兹(1 - 啄))

ì

î

í

ïï

ïï 驻

以下考虑式 ( 11 ) 中 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi - m + 1 | 2 和

移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi - m | 2 两项。 显然有

移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi - m + 1 | 2 = 移

k-m

i = -m-1
A( i + m)驻 | yi | 2 臆

A子 移
k-m

i = -m-1
A( i + 1)驻 | yi | 2 臆 A子 移

-1

i = -m-1
A( i + 1)驻 | yi | 2 +

A子 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi | 2 臆 A子 + 驻 移

-1

i = -m-1
A( i + 1)驻 | yi | 2 +

A子 + 驻移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi | 2 (12)

移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi - m | 2 = 移

k-m-1

i = -m
A( i + m + 1)驻 | yi | 2 臆

A子 + 驻 移
k-m-1

i = -m
A( i + 1)驻 | yi | 2 臆 A子 + 驻移

-1

i = -m
A( i + 1)驻 | yi | 2 +

A子 + 驻移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi | 2 臆 A子 + 驻 移

-1

i = -m-1
A( i + 1)驻 | yi | 2 +

A子 + 驻移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi | 2 (13)

将式(12)、(13)代入式(11),有

Ak驻 |Fk | 2 臆 |F0 | 2 + k1 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi | 2 +

k (2 A子 +驻 移
-1

i = -m-1
A(i +1)驻 |yi | 2 + A子 +驻移

k-1

i =0
A(i +1)驻 |yi | )2 +

k (3 A子 +驻 移
-1

i = -m-1
A(i +1)驻 |yi | 2 + A子 +驻移

k-1

i =0
A(i +1)驻 |yi | )2 +

移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻Mi

合并系数得

Ak驻 |Fk | 2 臆 |F0 | 2 + ( k1 + k2A子 + 驻 +

k3A子 + 驻 ) 移
k-1

i = 0
A( i + 1)驻 | yi | 2 + ( k2A子 + 驻 +

k3A子 + 驻) 移
-1

i = -m-1
A( i + 1)驻 | yi | 2 + 移

k-1

i = 0
A( i + 1)驻Mi (14)

式(14)中
k1 + k2A子 + 驻 + k3A子 + 驻 = R1 (1 + C1兹驻) + (C2 -

R1C2兹啄) 驻A子 + 驻 = ( (驻
R1

驻 + C2A子 + )驻 + R1 ( C1兹 -

A子 + 驻C2兹啄 )) (15)

榆 证明 Ak驻E |Fk | 2 有界。
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考虑式(15)中 k1 + k2A子 + 驻 + k3A子 + 驻的正负。
首先考虑 R1(C1兹 - A子 + 驻C2兹啄)的正负。
令 C1 > C2A子 + 驻,故 C1 > C2A子 + 驻 啄,从而有 C1兹 -

A子 + 驻C2兹啄 > 0,因此有 R1(C1兹 - A子 + 驻C2兹啄) < 0,进而

有 k1 + k2A子 + 驻 + k3A子 + 驻臆 (驻
R1

驻 + C2A子 + )驻 。

接下来考虑 (驻
R1

驻 + C2A子 + )驻 的正负。

由 0 < C2,C < C1,A > 1 = e0 可知,存在足够小的

驻,使得 C > C2A子 + 驻,因此

eC - C2A子 + 驻 > A (16)
在式(16)的条件下,有 C - C2A子 + 驻逸lnA,进而

C - C2A子 + 驻逸A - 驻 lnA。

结合式 (8) 有 - C2A子 + 驻 逸R忆1 (驻),故 lim
驻寅0

R1

驻 +

C2A子 +驻臆0;进一步因式(15)中 k1 + k2A子 +驻 + k3A子 +驻臆
0,则式(14)变为

Ak驻 |Fk | 2 臆 |F0 | 2 + ( k2A子 + 驻 +

k3A子 + 驻) 移
-1

i = -m-1
A( i + 1)驻 | yi | 2 + 移

k-1

i = 0
A( i + 1)驻Mi (17)

对式(17)两边取期望得

Ak驻 E |Fk | 2 臆 E |F0 | 2 + ( k2A子 + 驻 +

k3A子 + 驻 ) 移
-1

i = -m-1
A( i + 1)驻 E | yi | 2 + 移

k-1

i = 0
A( i + 1)驻 EMi =

E |F0 | 2 + ( k2A子 + 驻 + k3A子 + 驻 ) 移
-1

i = -m-1
A( i + 1)驻 E | yi | 2 臆

E | y0 - 兹驻f(0,y0,y0) | 2 + ( k2A子 + 驻 +

k3A子 + 驻 ) 移
-1

i = -m-1
A( i + 1)驻 E |准( ti) | 2 臆 E | 准 ( 0 ) -

兹驻f(0,准(0),准(0)) | 2 + ( k2A子 + 驻 + k3A子 + 驻 )

移
-1

i = -m-1
A( i + 1)驻E |准( ti) | 2: = K < 肄

由此得到了 Ak驻E |Fk | 2 的有界性。

虞 证明 lim
k寅肄

lgE | yk | 2

k驻 臆 - lgA < 0。

整理式(9)得
|Fk | 2逸(1 + C1兹驻) | yk | 2 - C2兹驻 | yk | 2

故有

| yk | 2臆
|Fk | 2 + C2兹驻 | yk | 2

1 + C1兹驻
(18)

对式(18)两边乘 Ak驻并取期望,得

Ak驻 E | yk | 2 臆
Ak驻E |Fk | 2 + Ak驻C2兹驻E | yk | 2

1 + C1兹驻
臆

K + Ak驻C2兹驻E | yk | 2

1 + C1兹驻
臆

K + Ak驻C2兹驻啄E | yk - m + 1 | 2

1 + C1兹驻
+

Ak驻C2兹驻(1 - 啄)E | yk - m | 2

1 + C1兹驻
记

b = K
1 + C1兹驻

q1 =
C2兹驻啄A(m - 1)驻

1 + C1兹驻
臆

C2兹驻啄A子

1 + C1兹驻
臆

C2兹驻啄A子 + 驻

1 + C1兹驻

q2 =
C2兹驻(1 - 啄)Am驻

1 + C1兹驻
臆

C2兹驻(1 - 啄)A子 + 驻

1 + C1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

兹驻
则有 Ak驻 E | yk | 2 臆 b + q1A(k - m + 1)驻 E | yk - m + 1 | 2 +
q2A(k - m)驻E | yk - m | 2。

令 ak = Ak驻E |yk | 2,有递推式 ak臆b + q1ak -m +1 +
q2ak - m,从而得到

ak臆 b + q1ak - m + 1 + q2ak - m 臆 b移
1

i =0
(q1 +q2) i +

C0
2q21q02ak -2(m -1) + C1

2q11q12ak -2(m -1) -1 + C2
2q0

1q2
2ak - 2m 臆

b移
2

i =0
(q1 + q2) i +C0

3q31q02ak -3(m -1) + C1
3q21q12ak -3(m -1) -1 +

C2
3q11q22ak -3(m -1) -2 + C3

3q01q32ak -3m 臆 … 臆 b移
l

i =0
(q1 +

q2) i + 移
l+1

i =0
Ci

l +1ql +1 - i
1 qi2ak - (l +1)(m -1) - i (19)

式(19)中 l = k
m - 1 。 显然式(19)最后一个不等

式中 a 的下标均小于等于 0。
令 C1 > C2A子 + 驻,当 驻 充分小时,有 q1 + q2 臆

C2兹驻A子 + 驻

1 + C1兹驻
< 1,从而式(19)变为

Ak驻E | yk | 2 臆
b

1 - (q1 + q2)
+ sup

- 子臆t臆0
E | 准 ( t) | 2

移
l +1

i = 0
C i

l + 1ql + 1 - i
1 qi

2 = K忆 < 肄

即

lim
k寅肄

lgE | yk | 2

k驻 臆 - lgA < 0

第虞步证明完成。 至此,得到了随机线性 兹 方

法数值解的均方指数稳定性,定理 1 得证。 证毕。

3摇 结束语

本文参考文献[4]中 兹 - EM 数值格式的方法,
研究了随机时滞微分方程随机线性 兹 方法的均方指

数稳定性。 与文献[5]相比,本文处理了更为复杂
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的滞后项,并在相同条件下得到了随机线性 兹 方法

的均方指数稳定性(1 / 2 < 兹臆1),从而几乎处处指

数稳定,比文献[5]中的结论更完善。
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Mean square exponential stability of the stochastic linear theta
method for stochastic delay differential equations

ZHAO Mei摇 LAN GuangQiang*

(Faculty of Science, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: In this work, the sufficient conditions for the mean square exponential stability of stochastic linear theta
methods for stochastic delay differential equations are given. It is proved that when the diffusion coefficient is highly
nonlinear (that is, it does not satisfy the linear growth condition), the stochastic linear theta method still has mean
square exponential stability. Finally, the results of a previous paper by Huang (Journal of Computational and Ap鄄
plied Mathematics, 2014, 259: 77—86) are strengthened under the same conditions.
Key words: stochastic delay differential equations; stochastic linear 兹 method; mean square exponential stability
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