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摘摇 要: 讨论了一类具有非光滑自由能密度的一维黏性可压缩 Navier -Stokes -Allen -Cahn(NSAC)方程组的周期

边值问题,对于初始密度不含真空的任意初值,采用光滑逼近并结合能量估计的方法,通过构造近似方程,证明了

该方程组整体解的存在唯一性。
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引摇 言

气液两相流是流体动力学的研究范畴之一,被
广泛应用于化工材料、大气海洋、航天航空等诸多领

域,随着生物、能源与环境保护工程的发展,其理论

研究日益得到重视。
Matsumura 和 Nishihara[1]首先证明了初始小扰

动条件下单一流体流动的可压缩 Navier - Stokes
(NS)方程组三维整体解的存在唯一性及渐进稳定

性,其后这一问题得到了进一步的研究[2 - 3]。 在气

液两相流的流动中,由于气液物质属性的差别,它们

的分布对流场有重大影响,因此需要深刻认识两种

流体间界面的扩散运动。 由于流相界面的复杂性,
对于互不相溶的两相流,其数学模型的建立和分析

要远远落后于单一流体。 Van der Waals[4]第一次把

互不相溶两相流之间的界面看成是一个边界层;沿
着这一方向,Cahn 和 Allen[5] 对气液两相流引入界

面自由能,提出了刻画气液两相流界面运动的 Allen
-Cahn 方程;Blesgen[6] 进一步将描述流体流动的

NS 方程组与 Allen -Cahn 方程相结合,建立了气液

两相流流动的 Navier -Stokes -Allen -Cahn(NSAC)

方程组;Feireisl 等[7] 运用 Lions[8] 的证明框架得到

了 NSAC 方 程 组 重 整 化 弱 解 的 整 体 存 在 性;
Kotschote 等[9] 讨论了 NSAC 方程组解的局部存在

性。 此后 Ding 等[10]证明了 NSAC 方程组对光滑自

由能密度一维初边值问题解的整体存在性,而对于

在化学反应工程和石油、天然气等低沸点液体传输

中出现的气液混合物的流动,则需要用非光滑自由

能密度模型[11 - 12] 来描述。 本文针对这一类非光滑

自由能密度,通过构造近似方程,采用光滑逼近结合

能量估计的方法,证明了对于初始密度不为零的任

意初值,一维 NSAC 方程组周期边值问题整体解是

存在唯一的,且其组分浓度差落在有物理意义的区

间内,即字沂[ -1,1]。 该研究成果将为气液两相流

界面的模拟计算和实验分析提供必要的理论支撑。

1摇 问题的提出

气液两相流的流动通常由 NSAC 非线性偏微分

方程组刻画

鄣t籽 + div(籽u) = 0

鄣t(籽u) + div(籽u茚u) = div寛T

鄣t(籽字) + div(籽u字) = 啄
籽 驻字 - 1

啄
鄣f
鄣

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 字

(1)

式(1)中,籽、u、字 分别表示气液混合物密度、速度及

组分的浓度差,啄 表示气液扩散界面的厚度, 寛T 为

Cauchy 应力张量, f 为自由能密度,且满足



寛T = S - (啄 驻字茚 驻字 - | 驻字 | 2
2 )I - p(籽,字)I

f(字) =
1
4 (字2 - 1) 2, - 1臆字臆1

+肄 ,
{

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其他

(2)
式(2)中,I 为单位矩阵,S 为 Newton 黏性应力,p 为

压力项,且满足

S = (自 驻u + 驻Tu - 2
3 divu )I + 浊divuI

p = a籽
{

r

式中,自 > 0,浊 > 0,常数项 a > 0,r > 0。
组分浓度差 字 满足

字 = 字1 - 字2 (3)
式(3)中,字 i =Mi / M( i = 1,2)为第 i 种组分的质量分

数,Mi 为具有体积 V 的两相流中第 i 种组分的质

量,M 为具有体积 V 的两相流质量。 当 字埸[ - 1,1]
时,关于 f 的导数在次微分意义下成立。

本文考虑如下一维可压缩 NSAC 方程组周期边

值问题

籽t + (籽u) x = 0

籽ut + 籽uux + px = 自uxx -
啄
2 (字2x) x

籽字 t + 籽u字x =
啄
籽 字xx -

1
啄

鄣f
鄣

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 字

(4)

式(4)满足初值条件

(籽,u,字) | t = 0 = (籽0(x),u0(x),字0(x)) (5)
同时满足周期边界条件

(籽,u,字)(x + 2L,t) = (籽,u,字)(x,t) (6)
式中(x,t)沂迬 伊 (0, + 肄 ),L > 0。 定义密度 籽 在

[0,2L]上的均值 籽 = 1
2L 乙

2L

0
籽dx,由式(4)的第一个

式子和式(6)得到

乙2L
0
籽(x,t)dx = 乙2L

0
籽0(x)dx

定义 L2(R)的周期函数空间为

L2
per = {g | g( x) = g ( x + 2L),x沂迬 ,g ( x) 沂

L2(0,2L)}
其范数可表示为

椰g椰 (= 乙2L
0

| g(x) | 2d )x
1
2

令 Hl
per( l逸0)为 L2

per可积且其导数鄣 j
xg( j = 1,2,

…,l)也 L2
per可积的函数全体,其范数记为

椰g椰l (= 移
l

j = 0
椰鄣j

xg椰 )2
1
2

式(5)中初值满足如下假设条件

(籽0,u0)沂H1
per, 字0沂H2

per

籽0 > 0, - 1臆字0臆1

字 t(x,0) = - u0字0x +
啄
籽2
0
字0xx -

1
啄籽0

(字30 - 字0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï )

(7)

定理 1摇 设初值(籽0,u0,字0)满足式(7),则方程

组(4)存在唯一的全局解( 籽,u,字),对任意的时间

T,都存在正常数 C 和 B,且满足

籽沂L肄 (0,T;H1
per), 0 < 籽臆B

籽t沂L肄 (0,T;L2
per)

u沂L肄 (0,T;H1
per)疑L2(0,T;H2

per)

ut沂L2(0,T;L2
per)

字沂L肄 (0,T;H2
per)疑L2(0,T;H3

per)

字t沂L肄 (0,T;L2
per)疑L2(0,T;H1

per), -1臆字臆

ì
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í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï 1

式(4)同时满足能量不等式

sup
t沂[0,T]

(椰(籽t + 字t)椰2 + 椰(籽,u)椰2
1 + 椰字椰2

2) +

乙T
0
(椰ut椰2 +椰字 t椰2

1 +椰u椰2
2 +椰字椰2

3)dt臆C

定理 1 中的组分浓度差 字 可以理解为混合流体

的特征函数,假设流体 1 的特征函数 字 = 1,流体 2 特

征函数 字 = - 1,那么流体 1、2 交界区域为两种流体

的混合部分,其特征函数 - 1 < 字 < 1 所描述的恰好

是两种流体的扩散界面。
定理 1 的证明需要克服两个困难,首先是自由

能密度的非光滑性,本文采用构造近似方程并取光

滑逼近的方法克服;其次是整体解的证明,需要得到

密度和组分浓度差的上下界估计,本文首先采用路

径积分结合能量估计得到密度的上下界估计,然后

利用能量积分结合 f( 字)的构造以及弱解的存在性

得到组分浓度差的上下界估计。 特别地,通过光滑

逼近的方法对近似解取极限,得出 字 一定落在有物

理意义的区间,即 - 1臆字臆1。

2摇 定理的证明

2郾 1摇 近似解的构造

首先,给出式(4)的弱解定义。 如果有

籽(x,t)沂L肄 ((0,2L) 伊 (0,T)),u(x,t)沂
摇 摇 L2(0,T;H1(0,2L))
字(x,t)沂L2(0,T,H2(0,2L)), - 1臆字臆

ì

î

í

ïï

ïï 1
对任意的 渍(x,t)沂C肄

c ((0,2L) 伊 (0,T)),都
满足
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乙T
0
乙2L
0
(籽渍t + 籽u渍x)dxdt = 0

乙T
0
乙2L
0
籽u渍tdxdt + 乙T

0
乙2L
0
(籽u2 + P)渍xdxdt =

摇 摇 乙T
0
乙2L (
0

ux -
字2x )2 渍xdxdt

乙T
0
乙2L
0

啄
籽 字xx渍dxdt -

1
啄 乙

T

0
乙2L
0

鄣 f
鄣 字(字)渍dxdt =

摇 摇 - 乙T
0
乙2L
0
籽字渍tdxd

ì
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í
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ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
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ï
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则称(籽(x,t),u( x, t),字( x, t))是方程组(4)的弱

解。
其次,考虑方程组(4)的近似形式

籽t + (籽u) x = 0

籽ut + 籽uux + px = 自uxx -
啄
2 (字2x) x

籽字 t + 籽u字x =
啄
籽 字xx -

1
啄

鄣f姿
鄣字

(籽,u,字)(x + 2L,t) = (籽,u,字)(x,t)
(籽,u,字) | t = 0 = (籽0(x),u0(x),字0(x

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï ))

(8)

式(8)中 f姿 满足

f姿(字) =
1
2 [姿 字 (- 1 + 姿 ) ]2

2
+ 1

4 (字2 -1)2 + 姿
24 , 字逸1 + 姿

1
4 (字2 -1)2 + (字 -1)3

6姿2 , 1 < 字臆1 + 姿

1
4 (字2 -1)2, -1臆字臆1

1
4 (字2 -1)2 - (字 +1)3

6姿2 , -1 - 姿 < 字臆 -1

1
2 [姿 字 (+ 1 + 姿 ) ]2

2
+ 1

4 (字2 -1)2 + 姿
24 , 字臆 -1 -

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï 姿

且有

f姿(字)逸
1
4 (字2 - 1) 2

鄣2 f姿
鄣字2

(字)
= 3字2 - 1, - 1臆字臆1
逸0,{

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

其他

(9)

构造函数集合

Xper,(軒m,軒M)([0,T]) = {(籽,u,字) | (籽,u)沂C0(0,

T;H1
per)字沂C0(0,T;H2

per), inf
x沂迬

籽逸寛m > 0,u沂L肄 (0,T;

H1
per)疑L2 (0,T;H2

per),字沂L肄 (0,T;H2
per)疑L2 (0,T;

H3
per),supx沂迬

{椰(籽,u)椰1,椰字椰2}臆寛M}

命题 1摇 (局部近似解存在性)

对固定的 姿 > 0,任意 寛m > 0 和 寛M > 0,如果初值

(籽0,u0,字0)满足 sup
x沂[0,2L]

{椰(籽,u)椰1,椰字椰2 }臆 寛M,

且 inf
x沂迬

籽逸寛m > 0,则存在 T1 = T1(籽0,u0,字0),使得近似

方程组(8)在 Xper,(軒m,軒M)([0,T1])中存在局部解(籽姿,
u姿,字姿)。
2郾 2摇 全局弱解的存在性

命题 2摇 (全局弱解存在性)
如果初值(籽0,u0,字0)满足假设条件式(7),则方

程组(4)存在全局弱解(籽,u,字)。
引理 1摇 在命题 1 的假设下,对于任意给定的

T > 0,由近似方程组(8)得到能量估计

乙2L (
0

籽u2

2 + 椎(籽) + 1
4啄籽 (字2 - 1) 2 + 啄

2 字2 )x dx +

乙T
0
乙2L
0

(自u2
x + 滋2)dxdt臆C (10)

式中

椎(籽) = 籽 乙籽
籽

p( s) - p(籽)
s2

ds

滋 = 1
啄

鄣 f姿
鄣 字 - 啄

籽 字

ì

î

í

ï
ï

ïï
xx

证明摇 对式(8)的第二个式子乘以 u,并在(0,
2L)上积分,结合式(8)的第一个式子可得

d
dt 乙

2L

0

籽u2

2 dx + 乙2L
0
pxudx + 乙2L (

0
自u2

x -
啄
2 字2xu )x

dx = 0 (11)
对式(8)的第三个式子乘以 滋,并在(0,2L)上积分

得到

d
dt 乙

2L

(
0

啄
2 字2x + 1

啄 籽f )姿 dx + 乙2L
0
滋2dx = - 啄

2

乙2L
0
ux字2xdx (12)

构造 椎(籽) = 籽 乙籽
籽

p( s) - p(籽)
s2

ds 可知

椎 (籽) t + (椎(籽)u) x + (p(籽) - p(籽))ux = 0
(13)

对式(13)积分有

d
dt 乙

2L

0
椎(籽)dx + 乙2L

0
p(籽)uxdx = 0 (14)

将式(12)、式(14)代入式(11),然后在(0,T)上积

分,得到式(10),引理 1 得证。
引理 2摇 在命题 1 的假设条件下, 对于任意给

定的 T > 0,都有椰籽椰L肄 ((0,2L) 伊 (0,T))臆C。

证明摇 因 乙2L
0
籽dx = 乙2L

0
籽0dx,由式(10)可得
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| 字(x,t) | 臆C 乙2L
0
籽( y,t) ( 字( x,t) - 字( y,t))

dy + C 乙2L
0
籽(y,t)字(y,t)dy 臆C 乙2L

0
字2xdx + C臆C

(15)
由引理 1 有

乙2L
0
椎 ( 籽) dx = 乙2L

0
籽 乙籽

籽

p( s) - p(籽)
s2

dsdx = C

乙2L
0
籽rdx + C 乙2L

0
籽ln 籽dx + C臆C

由 乙2L
0
籽ln 籽dx > - 2L

e ,得到

乙2L
0
籽rdx臆C (16)

令 w ( x, t) = 乙t (
0

ux -
字2x
2 - 籽u2 - )p d子 +

乙x
0
籽0u0dy,则有

w t = ux -
字2x
2 - 籽u2 - p

wx = 籽
{

u
(17)

结合引理 1、式(16)和式(17)得到

乙2L
0

( |w | + |wx | )dx臆C + C 乙t
0
乙2L
0
籽rdxd子臆C

(18)
对任意(y,s)沂(0,2L) 伊 (0,T),使得 x(y,t)满足

dx(y,t)
dt = u(x(y,t),t), 0臆t < s

x(y,s) = y, 0臆y臆
{

1
再令 f = exp {w},则有

d
dt(籽f)(x(y,t),t) (= -

籽字2x
2 - 籽酌 )+ 1 f臆0 (19)

由式(19)可得

籽(y,s) f(y,s)臆籽(x(y,0)) f(x(y,0),0)臆C
从而由式(18)得到

籽(y,s)臆Cexp{椰w椰L肄 ((0,2L) 伊 (0,T))}臆C (20)
对任意 T > 0,将式(8)的第三个式子化为

啄
籽 字xx =

1
啄

鄣f姿
鄣字 - 滋 (21)

式(21)两边乘以 字xx并在[0,2L] 伊 [0,T]上积分,得
到

乙T
0
乙2L
0

啄
籽 字2xx dxdt + 乙T

0
乙2L
0

1
啄

鄣2 f姿
鄣姿2 字

2
xdxdt臆 - 乙2T

0

乙2L
0
滋字xxdxdt臆

1
2 乙

T

0
乙2L
0

啄
籽 字

2
xxdxdt +

1
2 乙

T

0
乙2L
0

籽
啄 滋

2dxdt臆

1
2 乙

T

0
乙2L
0

啄
籽 字

2
xxdxdt + C (22)

结合式(9)、(10)、(15)、(20)、(22)有

乙T
0
乙2L
0

啄
籽 字

2
xxdxdt臆C 乙T

0
乙2L
0

| 3字2 - 1 | 字2xdxdt + C臆

C
进一步可得

乙T
0
乙2L
0
字2xxdxdt臆C (23)

引理 2 得证。
引理 3摇 在命题 1 的假设条件下, 对于任意给

定的 T > 0,都有

乙2L
0
籽2
xdx臆C, 1

籽 L肄 ((0,2L) 伊 (0,T))
臆C (24)

证明摇 式(8) (的第二个式子乘以
1 )籽 x

,然后

在(0,2L)上积分得到

1
2

d
dt 乙

2L

0
(籽 1 )籽 x

2
dx + 酌 乙2L

0
籽酌 - 3 籽xdx - d

dt

乙2L
0
籽 (u 1 )籽 x

dx = 乙2L
0
u2
xdx - 乙2L

0

籽x
籽2
字x字xxdx臆 乙2L

0
u2
xdx +

(C 1
籽 L肄

+ 乙2L
0

(籽 1 )籽 x

2
d )x 乙2L

0
字2xx dx + C

乙2L
0

(籽 1 )籽 x

2

dx + C (25)

其中式(25)第一个等式用到

乙2L (
0

1 )籽 x
uxxdx = 1

2
d
dt 乙

2L

0
(籽 1 )籽 x

2
dx

经计算有

1
籽(x,t) L肄

臆C + C 乙2L
0

(籽 1 )籽 x

2
dx (26)

将式(26)代入式(25),然后对式(25)关于时间

t 在[0,T]上积分,再结合引理 1、式(23)和 Gron鄄
walls 不等式,得到

乙2L
0

(籽 1 )籽 x

2
dx + 酌 乙T

0
乙2L
0
籽酌 - 3籽2

xdxdt臆C

(27)
由式(26)、(27)得到

1
籽 L肄 ((0,T) 伊 (0,2L))

臆C

进一步由 籽 的上下界得到

乙2L
0
籽2
xdx臆C (28)

引理 3 得证。
命题 2 的证明摇 ( 籽,u,字)是原方程式(4)的弱

解,并且 - 1臆字臆1。
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证明摇 首先,假设(籽姿,u姿,字姿)是方程组式(4)
的逼近解,则其一定在弱意义下满足近似方程式

(8)。 因为 { 籽姿 } 在 L肄 (0,T;H1 ) 中一致有界,且
{鄣t籽姿}在 L2 ((0,2L) 伊 (0, T)) 中一致有界,由

Aubin -Lions 定理可知,{ 籽姿}在 L2 ((0,2L) 伊 (0,
T))中强收敛到 籽。

其次,因为{籽姿}在 L酌((0,2L) 伊 (0,T))中强收

敛到 籽,{鄣xu姿}在 L2((0,2L) 伊 (0,T))中弱收敛到

鄣xu,{字姿}在 L2(0,T;H2(0,2L))中一致有界,{鄣t 字姿}
在 L2 ((0,2L) 伊 (0,T)) 中一致有界,由 Aubin -
Lions定理可知,{字姿}在 L2 (0,T;H1 (0,2L))中强收

敛到 字。
最后,{鄣xx字姿}在 L2((0,2L) 伊 (0,T))中弱收敛

到鄣xx字,{1 / 籽姿}在 L2((0,2L) 伊 (0,T))中强收敛到

1 / 籽。 综合上述得到的结果,令 姿寅0,可知(籽,u,字)
满足方程组式(4)定义的弱解,再由 f 和 f姿 的构造

以及弱解的存在性可得 - 1臆字臆1。 命题 2 得证。
2郾 3摇 解的能量估计

首先给出方程组(4)解的高阶能量估计,在此

基础上完成定理 1 的证明。
命题 3(解的能量估计) 摇 如果初值(籽0,u0,字0)

满足假设条件式(7),则对于任意给定的 T > 0,式
(4)的解(籽,u,字)满足如下能量不等式

sup
x沂迬

{ 椰(籽,u)椰2
1, 椰字椰2

2 } + 乙T
0

( 椰籽椰2
1 +

椰u椰2
2 +椰字椰2

3)dt臆C
命题 3 的证明由命题 2 结合引理 4 ~ 5 直接给

出,其中出现的常数 C 均只依赖于初值和 T。
引理 4摇 在命题 2 成立的情况下,对于任意给

定的 T > 0,都有

sup
t沂[0,T]乙

2L

0
(字2t + 字2xx)dx + 乙T

0
乙2L
0

(字2xt + 字2xxx)dxdt臆

C
证明摇 将式(4)的第三个式子乘以 籽 后对 x 求

导,然后乘以 字xt并在[0,2L]上积分,得到

1
2

d
dt 乙

2L

0
字2xxdx + 乙2L

0
籽2字2xtdx 臆 1

2 乙
2L

0
籽2字2xtdx + C

乙2L
0

(籽2
x字2t + u2籽2

x字2x + u2
x字2x + u2字2xx + 籽2

x + 字2x)dx (29)

利用 Sobolev 嵌入不等式得到

椰字x椰2
L肄 (0,2L)臆C 乙2L

0
(字2x + 字2xx)dx (30)

又因为

椰字 t椰2
肄 臆C(着) 乙2L

0
字2t dx + 着 乙2L

0
字2xt dx臆C(着)

乙2L
0

(u2字2x + 字2xx + 1)dx + 着 乙2L
0
字2xtdx臆C(着 () 椰u椰2

L肄

乙2L
0
字2xdx + 乙2L

0
字2xxdx )+ 1 + 着 乙2L

0
字2xtdx (31)

将式 (30 )、 (31 ) 代入式 (29 ) 中,并结合式

(28)、引理 1 及 Gronwalls 不等式,取 着 足够小,得到

乙2L
0
字2xxdx + 乙T

0
乙2L
0
字2xtdxdt臆C (32)

将式(4)的第三个式子乘以 字 t 并在[0,T] 伊
[0,2L]上积分,结合式(32)及引理 1 得到

乙2L
0
字2t dx臆C 乙2L

0
(字2xx + 字2xu2)dx + C臆C

对式(4)的第三个式子关于 x 求导,再乘以 字xxx
并在[0, T] 伊 [0,2L] 上积分,结合引理 1 和式

(28)、(32)得到

乙T
0
乙2L
0
字2xxx dxdt臆C 乙T

0
乙2L
0

( 籽2
x字2t + 字2xt + 籽2

xu2字2x +

u2
x字2x + u2字2xx + 籽2

x + 字2x ) dxdt臆C 乙T
0

max
x沂[0,2L]

u2字2xdt + C

乙T
0

max
x沂[0,2L]

字2xxdt + C臆C 乙T
0
乙2L
0

(u2 + u2
x)dxdt + 着 乙T

0
乙2L
0

字2xxxdxdt + C(着) (33)
式(33)中取 着 足够小得到

乙T
0
乙2L
0
字2xxxdxdt臆C

引理 4 得证。
引理 5摇 在命题 2 成立的情况下,对于任意给

定的 T > 0,都有

sup
t沂[0,T]乙

2L

0
(籽2

t + u2
x)dx + 乙T

0
乙2L
0

(u2
t + u2

xx)dxdt臆C

证明摇 第一步,将式(4)的第二个式子乘以 ut

后在(0,2L)上积分,利用引理 3、4 得到

1
2

d
dt 乙

2L

0
u2
xdx + 乙2L

0
籽u2

t dx臆
1
2 乙2L

0
籽u2

t dx + C2

乙2L
0

(u2u2
x + 籽2

x + 字2x字2xx) dx臆
1
2 乙

2L

0
籽u2

t dx + C 椰u椰2
L肄

乙2L
0
u2
xdx + C (34)

由式(34)、式(10)和 Gronwall 不等式可得

乙2L
0
u2
xdx + 乙T

0
乙2L
0
籽u2

t dxdt臆C (35)

结合式(4)的第二个式子、引理 2 和式(35),有

乙T
0
乙2L
0
u2
xxdxdt臆C +C 乙T

0
乙2L
0

(u2
t + u2u2

x + 籽2x + 字2x +

字2x字2xx)dxdt臆C
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再由式(35)得到

乙2L
0
籽2
t dx臆C 乙2L

0
(籽2

xu2 + u2
x)dx臆C

引理 5 得证,故定理 1 得证。
证毕。

3摇 结束语

本文研究了一类具有非光滑自由能密度的一维

黏性可压缩 NSAC 方程组的周期边值问题,克服了

自由能密度的非光滑性及密度差与组分浓度差的上

下界估计等困难,证明了该方程组整体解的存在唯

一性,并证得 字 一定落在有物理意义的区间,即

- 1臆字臆1。 本文结果将为气液两相流界面的模拟

计算和实验分析提供必要的理论支撑。
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The flow of 1D compressible two鄄phase fluids for
an immiscible gas鄄liquid

SUN Ying摇 CHEN YaZhou*

(Faculty of Science, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: This paper considers the non鄄smooth free energy density for a viscosity鄄compressible NSAC system with
periodic boundary value conditions in one鄄dimensional space. We prove the existence and uniqueness of the global
solution for this system with an arbitrary initial value, when the initial density does not contain a vacuum. Our
method is based on constructing approximate equations combined with smoothing approximations and energy esti鄄
mates.
Key words: Navier - Stokes - Allen - Cahn (NSAC) equations; periodic solution; existence and uniqueness;

non鄄smooth free energy density
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