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基于归一化椭圆权重 L-M 算法的单应矩阵估计

毛路路摇 祝海江*

(北京化工大学 信息科学与技术学院, 北京摇 100029)

摘摇 要: 针对特征定位误差服从各向异性高斯分布时单应矩阵的优化问题,提出了一种归一化椭圆权重的烈文博

戈马奎特(EW L-M)算法。 该算法对目标函数添加椭圆权重的形式,使得目标函数在马氏距离的基础上兼有欧式

距离优点。 模拟与真实数据的实验结果表明,本文提出的方法能在更少的迭代次数下估计出更精确的单应矩阵,
且对不同级别的误差表现出更强的鲁棒性。
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引摇 言

计算机视觉领域中,单应矩阵在相机标定、图像

拼接、三维重建、目标追踪等过程中被广泛应用。 估

计出的单应矩阵模型精确度很大程度上影响了其应

用系统的性能,因此,单应矩阵的估计一直是计算机

视觉领域的研究热点。
单应矩阵表示空间平面投影到两个摄像机像平

面之后像点之间的一一对应关系[1]。 估计单应矩

阵首先需要提取特征,常采用的特征有点、直线和二

次曲线[2]。 由于点特征对场景内容要求较低,且相

较于其他特征,点的特征提取算法如尺度不变特征

变换( SIFT) [3]、加速鲁棒特征( SURF) [4]、ORB 算

法[5]等定位精度更高,因而被广泛用于单应矩阵的

估计中。 针对点特征单应矩阵估计中出现的特征点

错误配匹现象,人们开发出许多鲁棒性算法,如
LMeds[6]、 M 估 计 子[7]、 RANSAC[8] 及 其 变 种 算

法[9 - 10],但这类鲁棒性算法采用代数方法,估计单

应矩阵的精度不能满足实际应用中的需求。 此后学

者们提出了梯度下降法[1]、Newton 迭代法[1]、烈文

博戈马奎特(L -M)算法来进一步优化鲁棒性算法

的结果[11],然而这些优化算法大都未考虑特征点的

误差分布信息,或者简单地将其假设为服从各向同

性的高斯分布。 基于此, Zeisl 等[12] 提出了针对

SIFT 和 SURF 特征定位误差的协方差估计算法;在
此基础上 Zhao 等[13]将特征点误差分布假设为服从

各向异性的高斯分布,提出了基于协方差权重的烈

文博戈马奎特(CW L -M)算法。 CW L -M 算法考

虑了特征点的定位误差分布信息,采用马氏距离度

量单应矩阵优化过程中的损失函数,但此方法并未

解决在概率相同的估计点处如何选择更优点的

问题。
针对此问题,本文在假设特征点定位误差服从各

向异性高斯分布下,提出了优化的 CW L-M 算法———
归一化椭圆权重 CW L-M(EW L-M)算法,将传统

L-M 算法的特点—欧式距离考虑到目标函数内,通过

椭圆权重的形式,使得目标函数能在马氏距离下概率

相同的估计点中,选择欧式距离更近的点作为最终估

计值,来达到更高的估计精度和更快的迭代速度。

1摇 EW L-M 算法

1郾 1摇 单应矩阵

设空间平面上的点在第一个视角下第 i 个投影

点的齐次坐标 mi = (xi 摇 yi 摇 1) T,第二个视角下的

投影点齐次坐标为 m忆i = (x忆i 摇 y忆i 摇 1) T,则此两点之

间存在一个单应变换关系

sm忆i =Hmi (1)



式中,H 是一个 3 伊 3 非奇异矩阵,有 8 个自由度;s
是比例因子。 1 对点可以提供两个约束方程,因此,
至少需 4 对点才能估计出单应矩阵。

假设第 i 个特征点的测量误差服从 N(0,撞 i)分
布,则 CW L-M 的目标函数如下

d = arg min
H
移
N

i =
[

1

(uT
1 ei) 2

姿1
+

(uT
2 ei) 2

姿 ]
2

ei = m忆i - m̂忆i = m忆i - Hm
{

i

(2)

式(2)中,姿1 和 姿2 是协方差矩阵 撞 i 的特征根,u1 和

u2 是 撞 i 特征根对应的特征向量,m̂忆i 是 m忆i 的估计

值,ei 是特征点的重投影误差。
图 1 为 CW L-M 权重示意,可以看到在 CW L-M

的目标函数下,概率相同的点 m̂忆i,1和 m̂忆i,2对结果产

生的影响也是相同的,因为它们提供的误差大小相

同,但很明显 m̂忆i,2优于 m̂忆i,1,因为 m̂忆i,2距离观测点更

近。 图 1 表明 CW L -M 虽然考虑了特征点的定位

误差分布信息,但并未考虑在概率相同的估计点处

如何选择更优估计值。

图 1摇 CW L-M 权重示意图

Fig. 1摇 CW L-M weights schematic

1郾 2摇 EW L-M 目标函数

EW L-M 算法的目标函数如下

d = arg min
H
移
N

i =
[

1

姿2(uT
1 ei) 2

( 姿1 + 姿2)
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姿1(uT
2 ei) 2

( 姿1 + 姿2
]

)
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在二维各向异性的高斯分布中,等概率线是一

个椭圆,而协方差矩阵的特征根则分别代表椭圆的

长轴和短轴的平方。 为了避免添加的权重使当前特

征点残差在总残差中的配比发生较大变化并对总残

差的分布产生较大干扰,首先对其进行归一化,归一

化的分母选择椭圆长轴和短轴的总和;之后对椭圆

等高线添加权重,以便能在 L-M 迭代过程中优先选

择距观测点更近的估计值。
如图 2 所示,EW L-M 算法的权重曲线中,短轴

的权重略大于长轴的权重,因为短轴附近的估计点

在欧式距离上更接近实际值,故而添加更大的权重,
保证 L-M 算法在迭代过程倾向于短轴方向,使找到

的点更接近真实值,从而估计出更精确的单应矩阵。
本方法综合了传统 L-M 和 CW L-M 两种方法的特

点,通过添加椭圆权重的形式使得在注重马氏距离

的同时不失欧式距离的优点,故而更合理。

图 2摇 EW L-M 权重示意图

Fig. 2摇 EW L-M weights schematic

2摇 实验验证

为了综合测试本文方法的性能,分别用仿真数

据和真实图像测试 EW L -M 算法优化结果的精确

度和所需迭代次数,并与黄金标准 L -M 算法、CW
L-M算法进行对比。 选择单应矩阵的均方根残差

平方和(RMSE)及迭代次数为评价指标。 RMSE 的

计算公式如下

eRMSE =
移
N

i = 1
(m忆i - Ĥmi) 2

N (4)

式中,Ĥ 是估计出的单应矩阵,N 是图像点总量。
2郾 1摇 仿真实验

在仿真实验中,仿真数据的产生步骤如下。
首先随机生成 1 000 个空间共面点,然后根据

针孔摄像机模型将空间点投影到两个摄像机的像平

面上,从而获得每一个空间点投影后的图像坐标;依
据文献[12]的方法产生每个图像点在不同噪声级

别下误差的协方差矩阵,再依据协方差矩阵为每一

个图像点添加各向异性的高斯误差,获得携带误差

的图像点;添加误差后,采用 DLT 算法计算单应矩

阵,并作为 L-M、CW L-M、EW L-M 算法的初始值

进行迭代优化;最后计算 3 种方法优化出的单应矩

阵的 RMSE 和迭代次数。
仿真实验针对每个点产生 10 组协方差矩阵,对

应的噪声等级分别为 0郾 1,0郾 2,…,1,在每组协方差

矩阵下,添加 3 000 次噪声后取 RMSE 和迭代次数
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的平均值。 实验结果如图 3 所示。

图 3摇 不同噪声等级下 3 种算法的性能比较仿真结果

Fig. 3摇 The performance of L-M, CW L-M and
EW L-M at different noise levels

从图 3(a)可看出,考虑了协方差信息的 CW L-M
算法要比传统 L -M 算法精确,而本文提出的 EW
L-M 算法的 eRMSE误差更小,并且在不同等级噪声

下仍能保持领先优势,算法稳定性更高。 图 3(b)显
示,在特征点噪声级别为 0郾 1 时,3 种算法所需的迭

代次数相差不大;但在噪声级别大于 0郾 2 时,本文算

法所需迭代次数更少。 实验结果表明,本文提出的

EW L-M 算法收敛速度更快,收敛的结果更优。
2郾 2摇 真实图像实验

真实图像实验中,首先使用 SIFT 算法提取图像

特征点,并采用文献[12]的算法估计每个特征点定

位误差的协方差矩阵;然后采用随机采样一致性算

法(RANSAC)估计出粗略的单应矩阵模型及内点集

合;最后分别利用传统 L-M、CW L-M、EW L-M 算

法对 RANSAC 的结果进行优化。 由于 RANSAC 算

法筛选出的内点存在一定随机性,为了降低这种随

机性的影响,重复上述过程 20 次后取 eRMSE和迭代

次数的平均值。 使用的真实图像对及特征匹配结果

(亮色线条)如图 4 所示,再由图像中代表空间中平

面的书表面诱导出左右两视角对应点之间的单应矩

阵,实验结果如图 5 所示。

图 4摇 实验图像及 RANSAC 选择的内点

Fig. 4摇 Image pair and inliers of RANSAC used in a
real image experiment

图 5摇 实验图像中 3 种算法的性能比较

Fig. 5摇 The average eRMSE value and average iterative numbers
of L-M, CW L-M and EW L-M in a real image ex鄄
periment

由图 5 可以看出,在仿真实验中表现较好的

CW L-M 算法在真实图像中的估计精度和迭代次数都

要差于 L-M 和 EW L -M 算法,原因是真实图像的内

容比仿真数据复杂,提取出的特征点定位误差的协方

差矩阵存在一定误差,CW L -M 算法受此误差影响较

大。 而本文所提出的 EW L -M 算法既考虑到了误差

分布信息,也保留了经典 L -M 算法的优势,拥有更强

的鲁棒性,因此两个指标都明显优于另外两种算法。

3摇 结束语

本文针对单应矩阵估计中的优化问题,提出了
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一种考虑特征定位噪声的归一化椭圆权重 CW L -M
优化算法 EW L -M。 该方法假设特征点服从各向

异性的高斯分布,然后在目标函数中添加归一化的

椭圆权重,使得迭代过程能选择概率较高且离测量

点更近的点作为估计值,从而提高了单应矩阵的估

计精确度,并且所需迭代次数更少。 仿真及实验结

果均表明,EW L -M 算法优于黄金标准算法 L -M
和 CW L -M 算法,估计出的单应矩阵更精确,且所

需迭代次数更少,在不同尺度的噪声中鲁棒性也

更强。
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Homography estimation based on a normalized elliptical weight
Levenberg -Marqardt algorithm

MAO LuLu摇 ZHU HaiJiang*

(College of Information Science & Technology, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: Homography estimation is a hot topic in the field of computer vision. In this paper, a normalized ellipti鄄
cal weight Levenberg -Marqardt (EW L-M) algorithm is proposed as a way to solve the homography optimal prob鄄
lem when the feature蒺s location error has an anisotropic Gaussian distribution. By adding elliptical weights to the ob鄄
jective function, the algorithm can avoid losing the advantages of Euclidean distances when using Mahalanobis dis鄄
tances. Experiment results with simulated and real images show that the EW L-M algorithm can estimate a homog鄄
raphy matrix with greater accuracy in fewer iterations and displayed strong robustness for different levels of error.
Key words: homography estimation; normalized elliptical weight; anisotropic Gaussian distribution; Levenberg -

Marqardt (L-M) algorithm
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