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计算双螺杆挤出机流体流动的共形区域变换

李奇强摇 黄晋阳*

(北京化工大学 理学院, 北京摇 100029)

摘摇 要: 双螺杆挤出机机筒内部的流体流动区域截面是随时间变化的复杂三连通区域,采取共形映射方法将这样

的三连通区域映射成不随时间变化的圆界区域,进一步将流动区域变成一个不随时间变化的柱形区域,可大幅简

化双螺杆挤出机流体流动问题的计算。 选择以外边界为圆周、内边界为随时间旋转的两个椭圆周的平面区域上的

热传导问题为研究对象,用本文方法进行计算并比较了精确解和数值解,计算结果表明两解的绝对误差较小。 本

文方法可用于双螺杆挤出机流体流动问题的计算,并简化了计算过程。
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引摇 言

双螺杆挤出机输送效率高而且稳定,对于物料

的处理更均匀,是塑料等高聚物生产的重要设备,因
此双螺杆挤出机内部聚合物流体的流动性态和数值

模拟是一个热门的研究课题。
双螺杆挤出机内部的流体流动满足的数学模型

是三维的非牛顿流体动力学方程组,区域复杂且随时

间变化,因此是求解难点,通常直接采用有限元[1 - 3]

等方法或将数学模型降维的方法来进行流体流动的

数值求解,但缺点是难以精确有效。 在此流体区域上

求解双螺杆挤出机挤出问题的另一个重要途径是先

将求解区域规则化,并在这个规则区域上进行流体计

算。 通常来说双螺杆挤出机流体流动区域的截面是

一个三连通区域,有 3 个边界:外边界是一个类似于 8
字形的外边界,2 个内边界是两根螺杆的截面边界。
因此用合适的区域变换方法将螺槽区域变成规则化

的区域,将大大简化对双螺杆挤出机流体的计算。
将一个截面在一个转动周期中不同时刻的区域

形状经过规则化变换变为相同的圆界区域,再将双

螺杆挤出机流体流动区域的截面转化成圆界区域

后,求解区域非但不受时间影响,还变成了规则的、
截面为三连通圆界(形状)区域的柱体,从而克服了

求解双螺杆挤出机流体流动问题的主要困难。 文献

[4 - 6]研究了用区域变换方法求解单螺杆挤出机

的流体流动问题, 但其采用的方法只适用于双连通

区域同心的情况,因此需要寻找更合适的共形映射

方法来解决三连通区域的变换问题。
多连通区域的共形映射的计算方法有多种[7 - 9],

通常是将区域映射到圆缝[7 - 8]。 本文采用文献[9]的
方法将三连通区域映射到圆界区域,同时对其算法的

约束条件进行修改,以保证同一杆长位置不同转角的

截面均映射到同样的圆界区域,并更正了其中共轭调

和函数求解方程式的错误。 为了验证共形映射算法

的可行性,本文以内部边界曲线是两个椭圆的双螺杆

挤出机流体流动区域为例求解该时变区域上的热传

导方程的定解,并将数值解与精确解进行比较。 计算

结果表明,两解的绝对误差较小,可以用于求解双螺

杆挤出机内部流体流动问题。

1摇 共形映射的计算

1郾 1摇 共形映射方法的理论公式

本文使用并改进文献[9]的方法。 首先考虑一

个多边相连的有界平面区域 赘a,其边界分量是光滑

的曲线。 赘a 共形等价于圆界区域 赘c。 设 f颐 赘a寅赘c

为共形映射,同时令函数u = ln | f忆( z) | ,则 u 是 赘a 上

的调和函数,并且满足边界条件(1)
鄣u
鄣n = - X( s) - 2仔r - 1

v eu (1)

式中,n 是边界分量,rv 是对应的圆界边界 赘c 的半

径, s 是弧长参数,X( s)是 赘a 的曲率,其值取决于 s
位于哪个边界上。



在区域边界有尖角的情况下,将区域记为 赘p。
式(1)中 X( s)在每个尖角的值是 啄 函数的倍数,即
X( s) = 茁啄( s),其中 茁 是尖角的补角。 所以共形映

射 f( z)可以近似表示为

f( z) = f1(( z - z0) 琢)
式中 z0 是尖角点的坐标, f1 是一个单值解析函数,
琢 = 仔 / (仔 - 茁)。 因此可以得到

ln | f忆( z) | = (琢 - 1)ln | z - z0 | + w (2)
式(2)中 w 为调和函数的光滑部分。 式(2)表明调

和函数 u 在尖角部分有对数奇点,如果减去 u 中所

有奇异部分,剩余部分即为在边界上光滑的调和函

数。 利用公式(3)可以得到与尖角部分有相同奇点

(

的单值函数

z - z0
z - z )*

琢 - 1
(3)

式(3)中,z*是 赘p 区域外部线段 z0 z*上除 z0 外的一

点,从调和函数 u 中去除所有奇点{ zi}后得到一个

剩余的函数 w 即为 赘p 上的调和函数,并且 w 在边

界上光滑,从而得到式(4)
u = g( z) + w (4)

式(4)中

g( z) = 移
i

(琢i - 1) 鄣
鄣n(ln | z - zi | - ln | z - z*i | )

且 w 满足边界条件

鄣w
鄣n = - g( z) - X( s) - 2仔r - 1

v eu

求解如式(5)的泛函 渍(w)的最小值可以得到

调和函数 w。

准(w) = 1
2 蓦赘p

椰 驻w椰2 + 乙
鄣赘p

(g +X(s))wds +

摇 摇 2仔 移
v忆

ln 乙
Cv

|G | ewds, v忆 = 1,2,3… (5)

式中,Cv 表示 赘a 的内部边界,且

G( z) = 仪 (
i

z - zi
z - z* )

i

琢 - 1
(6)

得到调和函数 w 后,求解 Cauchy鄄Riemann 方程

鄣w
鄣x = 鄣wc

鄣y 和
鄣w
鄣y = - 鄣wc

鄣x ,即可得到 w 的共轭调和函数

wc。
注意到 G( z)是解析函数,则 ln | G( z) | 是从式

(4)u 中减去的奇异部分之和,因此 f忆(z) = exp(w +
iwc)G(z)是解析函数,通过对 f忆( z)积分可以得到共

形映射f( z)。
为了使调和函数 w 唯一,需要在外边界上选取

两个点 pi( i = 1,2(3)),从而得到限制条件式(7)

乙pi+1
pi

| G | ewds = ai, i = 1,2(3)(p3 = p1)

乙
Cv1

| G | ew = 乙
Cv2

| G | e

ì

î

í

ï
ï

ïï w

(7)
式(7)中 ai 为 2 个固定正数,令其满足 a1 + a2 = 2仔,
则式(7)可使映射 f 唯一,同时不影响目标网格的形

状,更重要的是可以使内部边界的形状和大小变得

相同。
1郾 2摇 数值求解

通过有限元方法对公式(5)进行离散来寻找函

数 准(w)的最小值。 在 赘a 区域打上网格点进行三

角划分,并在每个尖角点部分进行加细处理。 分别

用 V、E、F 来表示节点、边和三角形的集合,并将未

知函数 w 离散化为 子 上的分段线性函数。
首先,将式(5)中的第一项离散为

蓦
赘p

椰 驻w 椰2 = 移
H
移

3

k = 1

cot 茁k

2 ( w ( zk + 2 ) -

w( zk + 1)) 2 (8)
式中 H 表示三角网格的个数。 将 w 的离散值排成

列向量 w忆,有
w忆T = (wT

e ,wT
i )

式中 we 是边界向量,wi 是内部向量。 所以式(8)等

式右边可以写成矩阵表达式
1
2 w忆TAw忆,其中系数矩

阵 A 为对称矩阵,可写成

A =
Aee Aei

Aei A
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ii

式中 Aee、Aii分别对应 we 和 wi,Aei对应交叉部分。
其次,将式(5)中的第二项离散为

移
e沂E

w( s(e)) + w( t(e))
2 乙

e
(g + X( s))ds (9)

式中 e 为三角网格的边。 式(9)中 g,X( s)可以分别

离散为

1
2 乙egds = 1

2 乙 (
e

鄣
鄣nln )| G | ds =

摇 摇 1
2 乙 (

e

鄣
鄣sarg )G ds =

摇 摇 1
2 [arg G( t(e)) - arg G( s(e))]

1
2 乙eX(s)ds = 1

2 (arctan (y忆(s) / x忆(s))@(t(e) -

摇 摇 arctan(y忆( s) / x忆( s))@ s(e

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

))
(10)
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式(10)中,@ s(e)表示在 s( e)点的值。 值得注意的

是,X( s) = d琢
ds带有方向性,因此式(9)可以写成向量

表达形式:姿Twe,其中 姿为系数向量。
最后,将式(5)中第三项离散为

2仔 移
v忆

lnl(Cv),v忆 = 1,2,3… (11)

式(11)中

l(Cv) = 移
p沂V疑Cv

滋(p)ew忆(p) (12)

式(12)中
滋(p) = |G(p) | ( l(e1) + l(e2)) / 2 (13)

式(13)中,l(e1)、l(e2)分别表示 p 点两端的边界边

的长度。
限制条件式(7)可以离散为如下形式

移
p沂C忆i

滋(p)ew忆(p) = ai,i = 1,2(3)

l(Cv1) = l(Cv2

{
)

(14)

式中 C忆i 是外边界 pi 与 pi + 1之间的节点集合,且 p3 =
p1。

综合公式(8) ~ (10)的离散过程,可得式(5)的
离散形式

准(w忆) = 1
2 w忆TAw忆 +姿Twe +2仔移

v忆
[ln 移

p沂Cv

滋(p)

ewe(p ]) (15)

固定 we,则当 wi = - A - 1
ii Aiewe 时,准(w忆)有最

小值。 因此式(15)的最小值问题等价于式(16)取
最小值

准(we) = 1
2 wT

eA忆we +姿Twe +2仔移
v忆

[ln 移
p沂Cv

滋(p)

ewe(p ]) (16)

式中 A忆 = Aee - AT
ieA - 1

ii Aie。
求得式(16) 在约束条件式 (14) 下的最小值

we,进而可得到式(15)的最小值 w忆。
通过求解公式(17)的最小值可以得到 w 的共

轭调和函数

wc = 移
H
移

3

i =1

cot 茁i

2 ( wc
i +2 - wc

i +1 )2 - 移
3

i =1
wc

i

(wi +2 -w i - 1) (17)
因为 f忆( z) = exp(w + iwc)G( z)已知,所以通过

求解式(18)可以得到

f( z) = min
f 蓦椰 驻f - f忆椰2dxdy (18)

摇 摇 式(18)的离散过程如下。
首先,对于三角网格中顶点坐标为 z1,z2,z3 的

三角形,令 f忆 = ( f忆( z1) + f忆( z2) + f忆( z3)) / 3,从而得

到期望三角形的 3 个顶点的坐标

ze1 = 0

ze2 = f忆( z2 - z1)

ze3 = f忆( z3 - z1

ì

î

í

ï
ï

ïï )

(19)

将坐标分为实部和虚部(xe
i ,ye

i )( i = 1,2(3))。
其次,该期望三角形对于式(18)离散后的实部

和虚部的影响分别为

移
3

i = 1

cot 茁i

2 (xi + 2 - xi + 1 - xe
i + 2 + xe

i + 1) 2 (20)

移
3

i = 1

cot 茁i

2 (yi + 2 - yi + 1 - ye
i + 2 + ye

i + 1) 2 (21)

最后,采用最小二乘法对式(20)、(21)分别求

最小值,得到最小值点{xi}、{yi},即得 f( zk) = xk +
iyk。

因为在式(17)的计算中,wc 的值相差一个实常

数,所以 f( z)的值可以相差一个复常数。 这说明求

出映射后还可以作平移和旋转变换来保持共形性

质。 图 1 即为数值计算结果的图示,可看出对不同

的转角,映射后的圆界区域有较高的重合度。

图 1摇 流动截面区域到圆界区域的共形映射

Fig. 1摇 Conformal mapping from the flow section
area to the circle area

2摇 实例验证

2郾 1摇 热传导方程的变换

选择一个热传导方程来验证共形映射算法的可

行性。 设热传导方程的求解区域是类似于图 1 中的

双螺杆挤出机截面的三连通区域,其中外边界不随

时间变化,两个内边界绕各自中心旋转。 热传导方

程如下
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ut = uxx + uyy + f(x,y,t), t > 0,(x,y)沂Dt

u | t = 0 = u0(x,y)
u | L0 = ue(x,y,t)

u | L1( t) = u1(x,y,t)

u | L2( t) = u2(x,y,t

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï )

(22)
利用共形映射将求解区域 Dt 变为圆界区域,将自变

量(x,y)变为(孜,浊),即得

孜 = 孜(x,y,t)
浊 = 浊(x,y,t)
兹 =

ì

î

í

ïï

ïï t
圳

x = x(孜,浊,兹)
y = y(孜,浊,兹)
t =

ì

î

í

ïï

ïï 兹
(23)

假设此变换将 Dt 变为不随时间变化的区域 赘,

边界 L0、L1 ( t)、L2 ( t)分别变为 寛L0、 寛L1、 寛L2,则利用

鄣孜
鄣x = 鄣浊

鄣y和
鄣孜
鄣y = - 鄣浊

鄣x可将式(22)变为

u兹 = (孜2
x + 孜2

y)(u孜孜 + u浊浊) - 孜tu孜 - 浊tu浊 +
摇 摇 f(x(孜,浊,t),y(孜,浊,t),t),兹 > 0,(孜,浊)沂赘
u | 兹 = 0 = u0(x(孜,浊,0),y(孜,浊,0))
u | L

~
0
= u0(x(孜,浊,t),y(孜,浊,t),t)

u | L
~
1
= u1(x(孜,浊,t),y(孜,浊,t),t)

u | L
~
2
= u2(x(孜,浊,t),y(孜,浊,t),t

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï )

(24)
式(24)中,螺杆转角 兹 > 0,(孜,浊)沂赘。 式(24)可以

通过有限元方法计算求解,共形映射和其逆映射的

值以及相关导数值可以通过插值和变换之间的导数

关系给出。
2郾 2摇 数值计算结果

选取 Dt 的外边界为圆心在原点、半径等于 r 的
圆周,其内边界 L1 ( t)、L2 ( t)分别是椭圆,椭圆方

程为

[(x芎c)cos 棕t + ysin 棕t]2

a2
+ [(x芎c)sin 棕t - ycos 棕t]2

b2
= 1

取 r = 2,a = 0郾 6,b = 0郾 8,c = 0郾 8,棕 = 1,则定解问题

式(22)变为

ut = uxx + uyy - 2, t > 0,(x,y)沂Dt

u | t = 0 = sin xcos y + x2

u | L0 = e - 2tsin xcos y + x2

u | L1( t) = e - 2tsin xcos y + x2

u | L2( t) = e - 2tsin xcos y + x

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï 2

(25)

式(25)中,螺杆转动时间 t > 0,(x,y)沂Dt。

给定精确解 u = e - 2t sin xcos y + x2。 取边界上

初始网格长度 0郾 08 且均匀分布的三角网格,区域上

约有 1 700 个网格点,在此网格上计算共形映射。
数值解的求解过程为:首先对 t 从 0 ~ 仔 / 2 进行离

散,再对每个离散的 t 计算共形映射,然后利用对称

性拓展得到 仔 / 2 ~ 仔 对应的离散 t 的共形映射,最
后进行周期延拓,就可以得到所需的共形映射。 将

时间步长取为 仔 / 40,然后在映射网格上用有限元法

求解式(25),得到 t = 2仔 时的数值解与精确解的绝

对误差如图 2 所示。

图 2摇 t = 2仔 时数值解与精确解的绝对误差

Fig. 2摇 Absolute errors of numerical solutions and
exact solutions when t = 2仔

摇

摇 摇 通过比较数值解和精确解可知,其绝对误差在

0郾 01 范围内,表明本文算法是可行的。

3摇 结论

(1)用共形映射将双螺杆挤出机流体流动区域

的截面变为圆界区域,可使求解区域不受转动的影

响,将双螺杆挤出机流体流动区域进一步变换成截

面为圆界区域的柱体区域,可以为双螺杆挤出机这

种复杂流体运动的求解提供一种精确高效的方法。
(2)利用本文方法对求解区域类似于双螺杆挤

出机截面的三连通区域的热传导问题进行数值实

验,得到的数值解与精确解误差较小,从而证明了本

文方法的可行性和有效性。
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Conformal domain transformation for numerical solutions of
the fluid flow in a twin screw extruder

LI QiQiang摇 HUANG JinYang*

(Faculty of Science,Beijing University of Chemical Technology,Beijing 100029,China)

Abstract: The main result in this paper is an important method for simplifying computation of fluid flow in a twin
screw extruder. The sections of fluid flow area inside the extruder are complex time鄄dependent three鄄connected re鄄
gions. In this paper, conformal mappings are used to map the three鄄connected regions into time鄄independent re鄄
gions with circular boundaries and, in addition, the flow area is mapped into a cylindrical time鄄independent area.
As a result, computation of the fluid flow is greatly simplified. As an example, a heat conduction problem for a re鄄
gion with a circular boundary as the outer boundary and two elliptical boundaries rotating over time as the inner
boundaries was solved numerically using our the mapping method. The exact solution and the numerical solution
were compared. The numerical results show that our method is feasible and can be used to compute problems rela鄄
ting to the fluid flow in a twin screw extruder.
Key words: twin screw extruder; three connected regions; heat conduction equation; conformal mapping
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