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摘摇 要: 为恢复被混合噪声污染的低秩矩阵,提出了一种新的广义鲁棒主成分分析(GRPCA)算法。 它通过最小化

核范数、1 范数和 2,1 范数的组合问题,从观测矩阵中分离出低秩部分和混合噪声部分,并用随机排序的交替方向

乘子法求解。 利用本文方法进行垃圾邮件分类的实验结果表明,与经典的主成分分析(PCA)和鲁棒主成分分析

(RPCA)算法相比,本文方法可以有效提高垃圾邮件分类的精确度和稳定性。
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引言

在过去的十多年间,数据分析行业发生了革命

性的变化。 目前,用户需要处理的数据在尺寸、大小

和复杂性上都呈爆炸式增长趋势[1],所以如何通过

识别低维结构从海量数据中提取有用的信息,已成

为一个迫切需要解决的问题。
主成分分析(PCA)是一种用于发现数据中低维

结构的通用技术,它假设数据是从一个单一的低维

数据中提取的高维空间的仿射子空间。 PCA 作为

最简单、最流行的降维工具,在计算机视觉与图像处

理等许多领域得到广泛的应用[2 - 4]。 然而,PCA 对

于含野点和稀疏大噪声的数据非常敏感,为解决此

问题,研究者们提出了鲁棒主成分分析(RPCA)方

法[5]。 RPCA 方法通过最小化核范数和 1 范数的组

合问题,将观测矩阵分离为低秩部分和稠密小噪声

部分。 RPCA 方法已广泛应用于图像去噪、视频处

理、网页搜索和生物信息等领域[6 - 8],但当数据被两

种以上混合噪声污染时,RPCA 的表现不太理想,故
本文提出一种可处理含有混合噪声的模型算法即广

义鲁棒主成分分析(GRPCA),通过最小化核范数、1
范数和 2,1 范数的组合问题,从观测矩阵中分离出

低秩部分和混合噪声部分,采用随机排序的交替方

向乘子法(RPADMM)对 GRPCA 求解,并选取机器

学习常用网站 UCI 中的一个垃圾邮件数据集

(spambase) [9 - 10]来验证 GRPCA 算法的性能。

1摇 鲁棒主成分分析

广义鲁棒主成分分析是由 RPCA 衍生出的一种

新型降维算法,RPCA 由 PCA 发展而来,可以用于低

秩矩阵恢复,即从一个被稀疏大噪声污染的低秩矩

阵中恢复出低秩部分,并分离出噪声。
PCA 可以通过约束优化模型(1)求出低秩矩阵

A 的最优估计

min
A,E

椰E椰F

s. t. rank(A)臆r,D = A +{ E
(1)

式中,椰·椰F 为 Frobenius 范数。 设 X 是一个 n 维

方阵,则椰X椰F (= 移
n

i = 1
移

n

j = 1
(ai,j) )2

1
2
为矩阵元素

的平方和的算术平方根。 对观测矩阵 D 进行奇异

值分解(SVD)即可求出最优解。
当 D 受到稀疏大噪声的干扰时,PCA 的假设条

件不满足,无法正常工作。 此时,恢复出低秩矩阵 A
就变成如式(2)的非凸优化问题

min
A,E

rank(A) + 姿椰E椰0

s. t. D = A +{ E
(2)

式中,椰·椰0 为 0 范数,表示矩阵中非 0 元素的个

数。 式(2)的优化问题经松弛变为一个新的凸优化

问题[5],即 RPCA



min
A,E

椰A椰* + 姿椰E椰1

s. t. D = A +{ E
(3)

式中椰·椰1 为 1 范数,则椰X椰1 (= 移
m

i =1
移

n

j =1
| xi,j )|

表示矩阵各元素绝对值之和。 式(3)的 RPCA 模型

可用 迭 代 阈 值 算 法 ( IT )、 交 替 方 向 乘 子 法

(ADMM) [6]或近端梯度算法(APG) [7]等算法求解。
由于污染矩阵的噪声可能不唯一,RPCA 算法

无法处理被两种不同噪声污染的情况,所以本文在

RPCA 算法基础上加入新的噪声矩阵 H,并采用

RPADMM 对 GRPCA 求解,该方法的收敛性已被

证明[11]。

2摇 广义鲁棒主成分分析(GRPCA)及
其算法

2郾 1摇 模型及求解

当 D 同时被稀疏大噪声(如椒盐噪声)和稠密

小噪声(如高斯噪声)干扰时,RPCA 模型无法识别

稠密小噪声,因此本文在模型(3)中引入了第三项

l2,1范数来表示稠密的小噪声。 l2,1范数定义如下。

设 X 是一个 n 维方阵, 且 椰 X 椰2,1 = 移
n

i = 1

移
n

j = 1
x2
i,j ,此时 RPCA 模型可改写为

min
A,E

椰A椰* + 姿椰E椰1 + 酌椰H椰2,1

s. t. D = A + E +{ H
(4)

模型(4)的增广拉格朗日函数为

L(A,E,H,Y,滋) =椰A椰* + 姿椰E椰1 +
摇 摇 酌椰H椰2,1 + < Y,D - A - E -H > +

摇 摇 滋椰D - A - E -H椰2

ì

î

í
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F

(5)

由于式(5)含有 3 个变量(A,E,H),ADMM 求解不

再收敛,故本文采用 RPADMM 对其求解。 RPADMM
与 ADMM 的区别在于,每一步迭代的顺序是不确定

的,取决于迭代前产生的一组随机数即(1,2,3)的

随机排序。 随机数为(2,3,1)表示先求第 2 个变

量,再求第 3 个变量,最后求第 1 个变量,即先固定

A、H 同时更新 E,再固定 A、E 同时更新 H,最后固

定 E、H 同时更新 A。
GRPCA 求解迭代格式如下。
固定 E、H,更新 A 时,有
Ak + 1 =D滋 - 1(D - E -H + 滋 - 1Y)
固定 A、H,更新 E 时,有

Ek + 1 = arg min
E
姿椰E椰1 + 滋

2 椰D - A - E - H +

滋 - 1Y椰2
F = S 姿

滋
(D - A -H + 滋 - 1Y)

固定 A、E,更新 H 时,有

Hk + 1 = arg min
F

酌椰H椰2,1 + 滋
2 椰D - A - E -

H + 滋 - 1Y椰2
F = (酌G + 滋I) - 1(Y + 滋(D - A - E))

式中 G (= diag 1
椰Hi椰 )

2
是由 H 决定的对角矩阵。

GRPCA 算法步骤如下。
1)摇 初始化参数 Y0 = 0,滋0 > 0,籽 > 0,酌 = 0郾 5,

k = 0,A0 = 0,E0 = 0,H0 = 0
2)摇 if摇 收敛条件满足,输出结果

3)摇 else
摇 摇 摇 for k = 0 到最大迭代次数

摇 摇 摇 摇 生成(1,2,3)的一个随机排序 滓
4)摇 摇 摇 遍历 滓
5)摇 摇 摇 if 滓( i) = 1
摇 摇 摇 摇 摇 Ak + 1 =D滋 - 1(D - E -H + 滋 - 1Y)
6)摇 摇 摇 else if 滓( i) = 2
摇 摇 摇 摇 摇 Ek + 1 = S 姿

滋
(D - A -H + 滋 - 1Y)

7)摇 摇 摇 else 滓( i) = 3
摇 摇 摇 摇 摇 Hk +1 = (酌G + 滋I) -1(Y + 滋(D - A -

E))
8)摇 摇 摇 摇 end if
9)摇 摇 摇 Yk + 1 = Yk + 滋k(D - Ak - Ek -Hk)

滋k + 1 = 籽滋k,k = k + 1
10)摇 end for
摇 摇 end if
11) 输出结果(A*,E*,H*)

2郾 2摇 算法复杂度分析

在求解模型(4)的 GRPCA 算法中,运算量主

要集中在奇异值分解和矩阵求逆中。 假设输入矩

阵的维度为 Rm 伊 n,每一次循环中,步骤 5)和步骤

6)奇异值分解的运算量为 O((m + n) 3),步骤 7)
矩阵求逆的运算量为 O((m + n) 3)。 此外 GRPCA
算法循环内的多次乘法加法和截断阈值的运算量

为 O(5n(m + n) + 14n)。 因此,GRPCA 算法的总

运算量为 O((m + n) 3 + I(5n(m + n) + 14n)),其
中 I 为循环的次数。

3摇 实验验证及结果分析

所有实验运行环境均为 Matlab R2016b 版,机
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器配置为 ThinkCentre M8400t鄄N000,内存 4 GB,频
率 3郾 4 GHz,操作系统为 Windows 7。
3郾 1摇 数据来源

本文数据集来自 UCI 中的 Spambase Data Set。
Spambase 是一个 4 601 伊 58 的矩阵,包含 4 601 个邮

件,每一行代表一个邮件。 其中前 57 列为邮件的属

性,第 58 列为邮件的标签(1 表示垃圾邮件 0 表示

非垃圾邮件)。 本文采用分类精确度( accuracy)来

度量实验的有效性。
3郾 2摇 实验设置

实验分为两大部分。
(1) 将本文提出的 GRPCA 与 kNN 算法结合

构成垃圾邮件分类的一个新型算法:先用 GRPCA
对邮件属性进行去冗余预处理,再用 kNN 分类。
并与经典的降维算法 PCA、RPCA 和 kNN 结合所

形成的垃圾邮件分类算法比较。
(2)将 GRPCA 与 SVM 算法结合构成垃圾邮件

分类的一个新型算法:先用 GRPCA 算法对邮件属

性进行去冗余预处理,再用 SVM 算法分类。 并与经

典的降维算法 PCA、RPCA 和 SVM 结合所形成的垃

圾邮件分类算法比较。 实验流程如图 1。
3郾 3摇 结果分析

3郾 2 节中两部分实验所得结果分别如表 1、图 2
摇 摇

图 1摇 实验流程图

Fig. 1摇 Experimental flowchart

所示。 从表 1 可以看出,当固定 kNN 算法的 k 值

时,经过 GRPCA 去冗余后再分类的精确度均达到

了 85郾 5% 以上,比直接使用 kNN 的精确度要高出

2郾 91% ~ 4郾 79% ;相对经典降维算法 PCA 和 RPCA
预处理后的结果的精确度分别高出 2郾 91% ~
4郾 79%和 1郾 22% ~ 1郾 85% ,并且 3 种方法所用时间

几乎无差别。 从图 2 可以看出,在 SVM 算法中,经
过 GRPCA 去冗余处理后的精确度高达 89郾 52% ,比
直接使用 SVM 的精确度要高出 2郾 76% ,比 PCA 和

RPCA 预 处 理 后 的 精 确 度 分 别 高 出 2郾 76% 和

3郾 89% 。 由于 3 种方法所需时间均较长(大于 6 h),
故不作时间对比。

表 1摇 kNN 算法精确度及时间对比

Table 1摇 A accuracy and time comparison of the kNN algorithm

方法
精确度 / % 时间 / s

k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4

kNN 83郾 047 2 80郾 938 9 81郾 482 3 80郾 721 6 53郾 029 8 52郾 863 9 53郾 013 1 53郾 122 8

PCA + kNN 83郾 068 9 80郾 938 9 81郾 482 3 80郾 721 6 54郾 316 5 54郾 256 5 53郾 547 6 53郾 497 2

RPCA + kNN 84郾 742 4 84郾 112 1 84郾 459 9 83郾 655 7 53郾 194 2 52郾 490 3 52郾 630 7 52郾 435 6

GRPCA + kNN 85郾 959 6 85郾 720 5 86郾 176 9 85郾 503 2 54郾 188 1 54郾 919 4 52郾 573 9 52郾 632 4

图 2摇 SVM 算法的精确度对比

Fig. 2摇 A accuracy of the SVM algorithm

摇 摇 此外,还可以看出,在 PCA 去冗余处理前后精确

度几乎没有发生变化,这说明属性矩阵受到稀疏大噪

声的干扰,使 PCA 无法正确降维,从而证明本文在邮

件过滤时对属性矩阵进行去冗余处理是必要的。

4摇 结束语

本文提出了一种新的广义鲁棒主成分分析

(GRPCA)算法,通过最小化核范数、1 范数和 2,1 范

数的组合问题,可以分离出被混合噪声污染的低秩

矩阵。 选用垃圾邮件来检验算法,结果表明本文算

法在提高垃圾邮件的精确度上是有效的。
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A new generalized robust principal component
analysis (GRPCA) algorithm

HOU XuKe1 摇 YANG HongWei2 摇 MA Fang1 摇 ZHAO LiNa1*

(1郾 Faculty of Science; 2郾 Center for Information Technology, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: A new generalized robust principal component analysis (GRPCA) algorithm is proposed in order to re鄄
cover the low鄄rank matrix with mixed noise pollution. It separates the low鄄rank part and the mixed noise part from
the observation matrix by minimizing the combination of the kernel norm, the 1 norm, and the 2,1 norm, and then
solving by a randomly permuted alternating direction multiplier method. Using spam classification as an example
and a comparison with the classic methods PCA and RPCA shows that this method can effectively improve the accu鄄
racy and robustness of spam classification.
Key words: generalized robust principal component analysis(GRPCA); dimensionality reduction; k鄄nearest neigh鄄

ber (kNN); support vector machines(SVM)
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