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纵向数据下广义线性模型的稳健二次推断函数估计
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摘摇 要: 针对纵向数据下的广义线性模型,为了有效控制离群点对估计的影响以及进一步提高估计的效率,利用二

次推断函数(QIF)改进加权的指数得分函数,得到了模型参数有效且稳健的二次推断函数估计(ERQIF),并证明了

在一定条件下所得估计的相合性和渐近正态性。 数值计算结果进一步表明,当离群点存在或工作相关矩阵被错误

指定时,所得估计有稳健的模拟结果。
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引摇 言

纵向数据广泛应用在生物医药、流行病学和经

济学等领域中,它通过对同一个体在不同的时间点

重复测量得到,具有组内相关、组间独立的特性。 在

实际的统计建模中,如果忽略这种特性,将会降低估

计的效率,所以如何处理组内相关性是纵向数据研

究不可避免的问题。 Liang 等[1] 提出的广义估计方

程(GEE)方法可以有效地处理组内相关问题,该方

法利用含少量讨厌参数的工作相关矩阵建立估计方

程,即使工作矩阵错误也可以得到回归系数的相合

估计。 但是 GEE 方法首先需要得到讨厌参数的相

合估计,同时讨厌参数的相合估计可能不存在。 为

了提高估计的效率,Qu 等[2]提出了二次推断函数法

(QIF),利用某些基矩阵的线性组合来逼近工作相

关矩阵的逆矩阵和避免估计讨厌参数,既使所得估

计具有相合性,又提高了参数估计的效率。 已有许

多学者将 GEE 和 QIF 方法应用于不同的模型[3 - 5],
但是这些应用方法大多类似于加权最小二乘估计,
不具有稳健性。

在纵向数据中,由于重复测量,一个个体的突变

往往会产生一系列的离群点,因此在纵向数据的研

究中稳健估计是一个十分重要的问题[6 - 8]。 为了获

得更好的稳健性和提高估计的效率, Wang 等[9] 提

出了基于指数得分函数的稳健回归估计方法,通过

引入一个调节参数来提高估计的稳健性和有效性。
Lv 等[10]将加权指数得分函数和 GEE 方法相结合,
得到了纵向数据下广义线性模型参数的有效且稳健

的估计(ERGEE)。 但是估计讨厌参数必然会降低

估计的效率。 本文将指数得分函数和 QIF 方法相结

合,利用加权的指数得分函数有效控制协变量和因

变量中离群点的影响,同时基于 QIF 方法建立稳健

二次推断函数,得到了纵向数据下广义线性模型参

数的 ERQIF 估计,并进一步提高了估计的效率。 最

后通过模拟计算进一步验证了所得估计的有限样本

性质。

1摇 参数估计方法

1郾 1摇 ERQIF 方法

假定纵向数据中包含 n 个个体,对每个个体重

复观测 mi 次, 总的观测次数 M = 移
n

i = 1
mi。 设 Y i =

(yi1,…,yimi
) T 为第 i 个个体的响应变量( i = 1,…,

n),Xi = (xi1,xi2,…,ximi
) T 为其相应的协变量,其中

xij = (x(1)
ij ,x(2)

ij ,…,x(p)
ij ) T。 本文重点讨论纵向数据

下的广义线性模型(GLM)。 假定 yij的边际均值和

边际方差函数分别为

滋ij = E(yij | xij) = g(茁Txij)
Var(yij |xij) =准v(滋ij)摇 (i =1,…,n;j =1,…,mi)

其中 茁 为未知的 p 伊 1 回归系数,g(·)和 v(·)分别

是已知的逆连接函数和方差函数,准 为尺度参数。
不失一般性,假设不同个体间的观测是相互独立的,



且同一个个体内部的观测具有一定的相关关系。
Lv 等[10]基于指数得分函数提出 ERGEE 方法,

通过求解如式(1)所示的估计方程得到了参数 茁 的

基于 GEE 有效且稳健的估计 茁̂ERGEE

UERGEE
n (茁,琢) = 移

n

i = 1
DT

i V - 1
i h酌

i (滋i(茁)) = 0 (1)

其中 Di = 鄣滋 i / 鄣茁 是 ni 伊 p 矩阵;Vi = Ri(琢)A1 / 2
i ,Ri

(琢)是依赖于参数 琢 的 mi 伊 mi 工作相关矩阵,且
Ai = 渍diag(v(滋i1),…,v(滋imi

)),滋 i = (滋i1,…,滋imi
) T;

h酌
i (滋i(茁)) =Wi[鬃酌(滋i(茁)) -Ci(滋i(茁))],鬃酌(滋i) =

鬃酌(A - 1 / 2
i (Y i - 滋 i)),C i(滋 i) = E[鬃酌(滋 i)],鬃酌( t) =

- 2t
酌 exp ( - t2 / 酌)(酌 > 0)为调节参数。

权重矩阵 Wi = diag(w i1,…,w imi
)用于限制协变

量中离群点的影响,可取 Mallows -type 函数 w ij为

wij =w(xij) {=min 1 (,
b0

(xij -mx)TS -1
x (xij -mx

))

籽 /

}
2

其中 籽逸1,b0 是自由度为 p 的卡方分布的 0郾 95 分

位点,mx 和 Sx 分别表示关于 xij的位置参数和尺度

参数的稳健估计,可以利用 minimum covariance de鄄
terminant(MCD)进行估计。

为了简单起见,假定重复观测次数是相同的,即
mi =m < 肄 ,并令 R(琢)为公共的工作相关矩阵。 当

重复观测次数不同时,可采用 Xue 等[11]的方法加以

处理。 在实际计算中,为了得到 茁̂ERGEE,ERGEE 方

法首先要对参数 琢 和 准 进行估计,同时 Lv 等[10] 也

指出若能得到参数 琢 和 准 的 n鄄相合估计,则 茁̂ERGEE

是 茁 的 n鄄相合估计。 但即使在一些简单的情形下,
讨厌参数 琢 的相合估计也可能不存在;而且对参数

琢 进行估计还会降低参数 茁 估计的效率。 为了弥补

这一缺陷同时提高 ERGEE 估计的效率,根据 Qu
等[2]提出的 QIF 方法,本文利用一组基矩阵的线性

组合来逼近 R - 1(琢),即
R - 1抑a1M1 + a2M2 +… + akMk (2)

其中 M1 是单位矩阵,M2,…, Mk 是某些已知的对

称的基矩阵[2],a1,a2,…,ak 是未知常数。
将式(2)代入式(1)构造扩展得分向量为

Un ( 茁 ) = 1
n 移

n

i = 1
Ui ( 茁 ) = 1

n 移
n

i = 1

DT
i A - 1 / 2

i M1h酌
i (滋 i(茁))

左
DT

i A - 1 / 2
i Mkh酌

i (滋 i(茁

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷))

由于 Un(茁)的维数为 kp,显然高于 茁 的维数 p,
因此求解方程 Un(茁) = 0 会出现过度识别问题。 基

于 GMM 估计的思想,定义有效且稳健的 ERQIF 估

计方程如式(3)
Qn(茁) = nUT

n(茁)C - 1
n (茁)Un(茁) (3)

其中,Cn(茁) = 1
n 移 Ui(茁)UT

i (茁)。

通过极小化目标函数 Qn(·)得到 茁 的估计

茁̂ERQIF = arg min茁Qn(茁)
利用如式(4)的 Newton -Raphson 迭代算法得

到估计 茁̂ERQIF
[2]

茁̂(k + 1) = 茁̂(k) - [ 驻2Qn( 茁̂(k))] - 1 驻Qn( 茁̂(k)) (4)
其中, 驻Qn(茁)和

驻2Qn(茁)分别为 Qn(茁)对 茁 的一

阶和二阶导数,且满足

驻Qn(茁) =2n 驻UT
n(茁)C -1

n (茁)Un(茁) -

摇 摇 nUT
n(茁)

驻C -1
n (茁)Un(茁)

驻2Qn(茁) =2n 驻UT
n(茁)C -1

n (茁) 驻Un(茁) +Op(1

ì

î

í

ï
ï

ïï )
1郾 2摇 估计的渐近性质

设 茁0 为参数 茁 的真值,茁 所处的参数空间记为

专。 首先给出一些假设条件[4] (本文中 E茁0(·)均表

示随机变量关于真值 茁0 的数学期望):
1)参数空间 专 是可识别的,若 茁屹茁0,则 E茁0

[U1(茁)]屹0;
2)对任意 茁沂专,E茁0 [U1 (茁)]存在且有限,同

时关于 茁 连续;
3)专 是紧空间,且 茁0 为 专 的一个内点;
4)存在 茁0 的某个邻域 O0,当 茁沂O0 时,有

Cn(茁) 寅
a. s.

E茁0[U1(茁)UT
1(茁)]勖撞 茁0(茁)

其中,撞 茁0(茁)为正定矩阵,且关于 茁沂O0 连续;
5)Un(茁)关于 茁 的一阶导数存在且连续,且当

茁* 寅
P

茁0 时,有
鄣Un(茁*)

鄣茁 寅
P

B(茁0) = E茁 [0

鄣Un(茁0)
鄣 ]茁

基于条件 1) ~ 4),根据文献[12]和文献[2]中
相关定理的证明,可得定理 1。

定理 1摇 在条件 1) ~ 4)下,通过式(3)得到的

茁̂ERQIF是存在的,且当 n寅肄时,有 茁̂ERQIF 寅
a. s.

茁0,即得

到了 茁0 的相合估计 茁̂ERQIF。
定理 2摇 在条件 1) ~ 5)下,若 Un(茁)和 Cn(茁)

的二阶导数有有限的均值和方差,则当 n寅肄时,有

n( 茁̂ERQIF - 茁0) 寅
D

Np(0,J - 1(茁0))
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即证明了所得估计的渐进正态性。 其中,J(茁0) =
BT(茁0)撞 - 1

茁0 (茁0)B(茁0)。
证明 摇 因 茁̂ERQIF = arg min

茁
Qn ( 茁 ), 则

驻Qn

( 茁̂ERQIF) = 0。 由 Taylor 公式得到

0 = 驻Qn(茁̂ERQIF) = 驻Qn(茁0) + 驻2Qn( 寛茁)(茁̂ERQIF -
茁0)

其中 寛茁 位于 茁̂ERQIF与 茁0 之间。 从而有

n( 茁̂ERQIF - 茁0) (= - 1
2n

驻2Qn( 寛茁 ))
- 1 1
2 n

驻Qn

(茁0)
其中

驻Qn(茁0) =2n 驻UT
n(茁0)C -1

n (茁0)Un(茁0) +Op(1)

驻2Qn( 寛茁) =2n 驻UT
n( 寛茁)C -1

n ( 寛茁) 驻Un( 寛茁) +Op(1)

由条件 4)和 5)以及 nUn(茁0) 寅
D

Nkp (0,撞 茁0

(茁0)),可得

1
2 n

驻Qn(茁0) = 驻UT
n(茁0)C - 1

n (茁0) nUn(茁0) +

Op(n -1 / 2) =BT(茁0)撞 -1
茁0 (茁0) nUn(茁0) +Op(n -1 / 2) 寅

D

Np(0,J(茁0 ))
1
2n

驻2Qn ( 寛茁) = 驻UT
n ( 寛茁) C - 1

n ( 寛茁) 驻Un

( 寛茁) + Op(1) 寅
P

J(茁0)

因此可得当 n寅肄 时, n( 茁̂ERQIF - 茁0 ) 寅
D

Np

(0,J - 1(茁0))。
推论 1摇 在定理 2 的条件下,可得 茁̂ERQIF渐近协

方差的相合估计 Ĉov( 茁̂ERQIF) = ( B̂T
n 撞̂ - 1

n B̂n) - 1,其中

B̂n = 移
n

i = 1
( B̂i1,…,B̂ik) T

撞̂ n = 移
n

i = 1
( 撞̂ i1,…,撞̂ ik) T

撞̂T
is =DT

i A -1 / 2
i Msh酌

i (滋i(茁̂))h酌
i (滋i(茁̂))TMsA - 1 / 2

i Di

B̂T
is =DT

i A - 1 / 2
i Msh

·酌
i (滋i( 茁̂))Di( s = 1,…,k)

h
·酌

i (滋 i( 茁̂)) = 鄣h酌
i (滋 i(茁)) / 鄣 滋 i | 滋 i = 滋 i( 茁̂)

茁̂ = 茁̂ERQIF

2摇 ERQIF 算法

2郾 1摇 尺度参数和调节参数

要通过式(3)得到 ERQIF 估计 茁̂ERQIF,首先需要

估计尺度参数 准,并且对调节参数 酌 进行选择,酌 的

选取对估计的有效性和稳健性有至关重要的影响。

假设 寛茁 为 茁 当前的估计,通过绝对偏差中位获取 准

的稳健估计

准̂ = {1郾 483medi{ | 孜̂ij - medi( 孜̂ij) | }} 2

其中 孜̂ij = A - 1 / 2
ij (Y ij - 滋ij( 寛茁)),Aij是矩阵 Ai 对角线

上第 j 个元素。 同时通过最小化 Ĉov ( 茁̂) 的行列

式[13]得到当前最优的 酌

酌opt = arg min
酌

(det (Ĉov( 寛茁)))

其中 Ĉov( 寛茁)由推论 1 给出。
2郾 2摇 估计算法

通过一个迭代算法得到 ERQIF 估计,具体步骤

如下:
1)给定 茁 的初始估计 茁̂(0) 以及迭代收敛阈值

着,并令 k = 0;
2)利用当前估计 茁̂(k)来估计尺度参数 准̂(k)和调

节参数 酌(k)
opt ;

3)利用公式(4)迭代求解 茁̂(k + 1);
4)若椰 茁̂(k + 1) - 茁̂(k) 椰 < 着,则终止计算,并令

茁̂ERQIF = 茁̂(k + 1);否则令 k饮k + 1,返回步骤 2)。
在数值计算中,利用独立工作相关矩阵的 GEE

方法[1]得到初始估计 茁̂(0),并取 着 = 10 - 3,计算结果

表明一般在迭代 50 步内即可收敛。

3摇 数值模拟

为了得到估计的有限样本性质,本文通过随机

模拟考察数据出现离群点时估计的稳健性和工作相

关矩阵被正确或错误指定对估计效率的影响。 用本

文提出的 ERQIF 方法与 GEE、 ERGEE 方法分别计

算 3 种参数估计的样本偏差(Bias)和标准差(SD)
并进行比较。 设样本容量 n = 100,重复观测次数

m = 5, 模拟次数为 500。 在模拟计算中,分别指定

组内工作相关矩阵 Ri (琢)为 Exch 和 AR(1)两种

结构。
3郾 1摇 线性模型

当响应变量是连续型变量时,假设模型满足:

yij = 移
3

k = 1
x(k)
ij 茁0k + 着ij( i = 1,…,n;j = 1,…,m)

(5)
其中,茁01 = 0郾 7,茁02 = 0郾 7,茁03 = - 0郾 4;x(k)

ij ~ N(0,
1);Cov( x(k)

ij ,x( l)
ij ) = 0郾 5 | k - l | ,k, l = 1,2,3。 随机误

差 着i = (着i1,…,着i5) T 的真实工作相关矩阵是 Exch
结构,相关系数 琢 = 0郾 7。

分别考虑两种情况:
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淤着ij ~ N(0,1);
于着ij ~ 0郾 9N(0,1) + 0郾 1N(0,100)。
用 3 种方法计算得到两种情况下两种结构的估

计值,结果分别如表 1、表 2 所示。

表 1摇 情况淤下参数的估计结果

Table 1摇 Parameter estimation results for 淤

R(琢) 方法 Biasa) SDa) Biasb)

GEE 0郾 00138 0郾 14103 0郾 00027

Exch ERGEE 0郾 00141 0郾 12976 0郾 00030

ERQIF 0郾 00102 0郾 10477 0郾 00072

GEE 0郾 00171 0郾 13864 0郾 00464

AR(1) ERGEE 0郾 00023 0郾 12640 0郾 00331

ERQIF 0郾 00096 0郾 12080 0郾 00005

R(琢) 方法 SDb) Biasc) SDc)

GEE 0郾 14411 0郾 00047 0郾 13546

Exch ERGEE 0郾 13888 0郾 00151 0郾 13167

ERQIF 0郾 13526 0郾 00183 0郾 09885

GEE 0郾 14679 0郾 00238 0郾 14924

AR(1) ERGEE 0郾 15721 0郾 00215 0郾 11762

ERQIF 0郾 11879 0郾 00012 0郾 10518

摇 摇 a—茁01;b—茁02;c—茁03。

表 2摇 情况于下参数的估计结果

Table 2摇 Parameter estimation results for 于

R(琢) 方法 Biasa) SDa) Biasb)

GEE 0郾 00919 1郾 18311 0郾 00518

Exch ERGEE 0郾 00448 0郾 91688 0郾 00860

ERQIF 0郾 00009 0郾 28698 0郾 00034

GEE 0郾 00208 1郾 08281 0郾 00070

AR(1) ERGEE 0郾 00284 0郾 93709 0郾 03906

ERQIF 0郾 00029 0郾 29395 0郾 00078

R(琢) 方法 SDb) Biasc) SDc)

GEE 0郾 74718 0郾 00213 1郾 02006

Exch ERGEE 0郾 87324 0郾 02064 0郾 73074

ERQIF 0郾 33117 0郾 00005 0郾 47756

GEE 1郾 28386 0郾 00310 1郾 20267

AR(1) ERGEE 0郾 73802 0郾 05721 0郾 67969

ERQIF 0郾 33555 0郾 00037 0郾 29530

摇 摇 a—茁01;b—茁02;c—茁03。

摇 摇 从表 1 可以看出,不管相关结构是否正确指定,
3 种方法的 Bias 差异不大,说明 3 种方法均能得到

参数的相合估计。 由 GEE 和 ERGEE 方法相比较可

知,ERQIF 方法的 SD 均较小,特别是当工作相关结

构被错误指定时 SD 有较大降低,说明 ERQIF 方法

可避免对讨厌参数的估计,同时提高估计的效率。
从表 2 可以看出,GEE 方法的 SD 值受离群点

的影响很大,说明该方法不能得到参数的稳健估计。
通过引入加权指数得分函数得到的 ERGEE 和 ER鄄
QIF 方法可以有效控制离群点的影响,从而保证了

估计的稳健性。 同时从 SD 的结果可以看出,不管

相关结构是否正确指定,ERQIF 方法均优于 ERGEE
方法,其估计效率有了显著提高。
3郾 2摇 逻辑回归模型

当响应变量是 0-1 型变量时,假设模型满足:
ln (滋ij / (1 - 滋ij)) = xij茁0 ( i = 1,…,n;j = 1,…,

m) (6)
其中 xij独立地服从[0,1]上的均匀分布,茁0 = 0郾 4,Y i

的真实相关矩阵 Ri (琢)为可交换结构,且 琢 = 0郾 2。
在模拟计算中,分别指定 Ri (琢)为 Exch 和 AR(1)
两种结构;参考文献[14]生成不同结构下的 yij;为
了研究稳健性,对部分数据进行扰动,即将 xij( i = 1,
…,10)的每个值都减去 5,计算得到 3 种方法下参

数的偏差和标准差如表 3 所示。

表 3摇 参数 茁0 的估计结果

Table 3摇 Parameter estimation results for 茁0

R(琢) 方法 Biasa) SDa) Biasb) SDb)

GEE 0郾 03404 0郾 24458 0郾 04147 0郾 28801

Exch ERGEE 0郾 01701 0郾 04938 0郾 01370 0郾 09124

ERQIF 0郾 00851 0郾 01198 0郾 01048 0郾 00159

GEE 0郾 07315 0郾 23402 0郾 08171 0郾 28940

AR(1) ERGEE 0郾 01613 0郾 05126 0郾 01979 0郾 04655

ERQIF 0郾 00521 0郾 04131 0郾 00996 0郾 00511

摇 摇 a—数据无扰动;b—数据有扰动。

摇 摇 从表 3 可以看出,3郾 2 节和 3郾 1 节的模拟结果

相似。 在不同情况下,ERQIF 方法在 Bias 与 SD 上

均比其他方法占优势,特别当数据有扰动时,ERG鄄
EE 与 ERQIF 方法比非稳健 GEE 方法的 Bias 有显

著降低;且 ERQIF 较 ERGEE 的 SD 更小,且在工作

相关结构被错误指定的情况下,ERQIF 也能得到更

稳健的估计,估计效率更高。
总之,从 3郾 1 节和 3郾 2 节的模拟结果可以得出,

当数据出现离群点或工作相关矩阵被错误指定时,
ERQIF 方法均有更好的稳健性和有效性。
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4摇 结束语

本文将加权指数得分函数和 QIF 方法相结合,
得到了纵向数据下广义线性模型的 ERQIF 估计,证
明了估计的渐近性质,并通过数值计算得到了稳健

的模拟结果。 由于本文仅研究了模型参数估计问

题,未来可望进一步研究各种半参数模型的稳健估

计和变量选择问题,并对估计的稳健性进行理论

分析。
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Robust quadratic inference functions for generalized linear
models with longitudinal data
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Abstract: This paper presents an efficient and robust estimation method for generalized linear models with longitu鄄
dinal data. By using a quadratic inferential function (QIF) to improve the weighted exponential score function, we
can obtain an effective and robust quadratic inferential function(ERQIF). Under some regularity conditions, the
resulting estimators are consistent and asymptotically normal distributed. Finally, simulation studies show that the
proposed estimators have robust and efficient numerical results, even when many outliers are included and the work鄄
ing correlation matrix is misspecified.
Key words: longitudinal data; weighted exponential score function; quadratic inferential function(QIF); robust

estimation
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