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用区域变换计算单螺杆挤出机流动区域上的
三维泊松方程数值解法

黄摇 硕摇 黄晋阳*

(北京化工大学 理学院, 北京摇 100029)

摘摇 要: 单螺杆挤出机流体流动区域是一个复杂的区域,其截面为双连通区域,且计算求解此流动区域上的泊松方

程是用高效的投影算法求解单螺杆挤出机流体流动问题的核心步骤。 利用共形映射将此不规则的双连通区域转

化为同心圆环,进一步将复杂的求解区域变为规则的圆环柱体区域,可以大大简化问题的计算,并适用于计算包含

漏流层的单螺杆挤出机流体流动问题。 以截面内边界曲线为椭圆的单螺杆挤出机为例进行了泊松方程的求解计

算,将求得的解与精确解进行了对比,结果表明此方法简单有效。
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引摇 言

在过去的几十年中,单螺杆挤出机一直是聚合

物加工最重要的设备之一,由于设计和操作的需要,
对其流体流动的数值模拟研究一直是热点问题[1]。

单螺杆挤出机内的熔体流动的数学模型一般为

非牛顿流体的流动与热传导的耦合的非线性偏微分

方程组定解问题[2],而且求解区域随时间变化,结
构复杂。 对此模型的数值求解通常用有限元[3] 等

方法或简化为更低维模型求解,但要较精确高效地

求解非常困难,主要困难来源于求解区域的复杂性。
单螺杆挤出机流体流动区域一般由机筒及螺杆

组成,其中机筒内的螺杆还按一定的角速度旋转。
为了克服求解区域的复杂带来的困难,文献[4]和

[5]利用不同的变换(类似于拉直)将螺槽区域变换

为柱体区域,从而简化了问题的计算,但难以应用于

包含漏流层情形。
一般单螺杆挤出机都有漏流层,其流体流动区

域的截面是一个二维双连通区域,通常其外边界曲

线为圆周,内边界曲线(也称为螺杆的端面曲线)依

螺槽的形状而不同,可以是比较复杂的曲线。 对于

均匀变化的螺杆或螺杆中均匀变化的一段,其不同

截面可看成是由一个截面沿同一轴心旋转不同角度

所形成。 因此,若将每一横截面通过适当的变换变

为相同的圆环形区域,则单螺杆挤出机流体流动区

域就变为圆环柱形区域,从而使得求解区域不仅与

时间无关,而且成为较规则的三维区域,非常便于计

算包含漏流层的单螺杆挤出机流体流动问题。 为了

使得变换光滑,且变换后的方程尽可能简洁,共形变

换[6 - 8]是一种较好的变换方法。
对于不可压缩流体流动问题,近年来兴起的投

影算法[9]是一个相对高效的算法,其核心步骤是求

解流动区域上的泊松方程。 为了说明将共形变换应

用于投影算法计算单螺杆挤出机流体流动问题时可

较大简化问题的计算,本文以端面曲线为椭圆的单

螺杆挤出机为例,计算了其流动区域上的三维泊松

方程定解问题[4],并与精确解作了比较。 计算结果

表明,此方法简单有效。

1摇 共形映射的计算

通过共形映射[8] 使得区域规则化的方法有很

多种,本文借鉴文献[6]的方法计算单螺杆挤出机

流体流动区域截面到圆环区域的共形映射。
1郾 1摇 理论公式

在复变函数理论中,有以下熟知的结论[6]。
定理 1摇 如果 h 在复平面区域 赘 上是单值解析



函数,且在 赘胰祝 连续,祝 为 赘 的边界且 祝 是光滑

的,则有

1
2仔i 乙祝 h(w)

w - z dw = 1
2 h( z),z沂祝 (1)

设 赘 为双连通区域,赘 的边界为 祝,方程为 z = z
( t)。 其中外边界为 祝0,方程为 z = z0( t);内边界为

祝1,方程为 z = z1( t )。 理论上,对任一双连通区域,
存在单值解析函数将其映射为同心圆环区域。 设映

射函数为 f( z),且 f( z0 ( t)) = ei兹0( t), f( z1 ( t)) =

滋1e
i兹1( t),即 f 将 祝0映为单位圆周,将 祝1映为半径 滋1

的圆周(1 / 滋1 为 赘 的模,是个待定的参数),从而 f
将 赘 映射为同心圆环。 若能解出 兹0 ( t),兹1 ( t)和

滋1,则利用 Cauchy 积分公式即可得到 f( z)。
利用定理 1,加上适当的推导,对于双连通区

域,可得到

g( z0) + 乙
祝0

N( z0,w) g(w) | dw | - 乙
-祝1

P0 ( z0,

w)g(w) | dw | = 0,z0沂祝0 (2)

g( z1) + 乙
祝0

P1 ( z1,w) g(w) | dw | - 乙
-祝1

N( z1,

w)g(w) | dw | = 0,z1沂祝1 (3)
其中 T( z) = z( t) / | z忆( t) | ,g( z) = T( z) f忆( z),P0

( z,w)、P1( z,w)、N( z,w)是与 z、w、T( z)、滋1 相关

的函数。
为了保证唯一性,可设 f( z0(0)) = 1,即
Re[g( z0(0))] = 0
Im[g( z0(0)) / | g( z0(0)) | ]{ = 1

(4)

最后基于边界对应函数的单调递增性,有

乙2仔
0

| g( z0( t)) z忆0( t) | dt = 乙2仔
0
兹忆0( t)dt = 2仔

乙2仔
0

| g( z1( t)) z忆1( t) | dt = 2仔滋

ì

î

í

ï
ï

ïï
1

(5)
1郾 2摇 数值求解

设参数 t 的变化范围为[0,2仔]。 在 祝0 上对 t

等距离散 n 个点,在 祝1上对 t 等距离散 m 个点,用
梯形法则的 Nystrom 方法将式(2) ~ (5)离散化,
得到

Re A - Im A
Im A Re

æ

è
ç

ö

ø
÷

A
Re x
Im

æ

è
ç

ö

ø
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x
= æ

è
ç

ö

ø
÷

0
0

(6)

移
m

j = 1
(Re x1 j~ + iIm x1 j~ ) = 0 (7)

移
n

j = 1
(Re x0j) 2 + (Im x0j) 2 = n (8)

移
m

j~ = 1

(Re x1 j~ ) 2 + (Im x1 j~ ) 2 =m滋1 (9)

Re x01 = 0 (10)

Im x01 / (Re x01) 2 + (Im x01)[ ]2 = 1 (11)

其中 x0j = | z忆0( t j) | g( z0 ( t j)) ( j = 1,2,…,n), x1 j~ =

| z忆0( t j~ ) | g ( z0 ( t j~ )) ( j
~

= 1, 2, …, m ), A =
In + B - C
D Im -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷E
, B = h0 ( | z忆0 ( ti ) | N ( z0 ( ti ),

z0( t j))) n 伊 n,C = h1( | z忆0( ti) |P0( z0( ti),z0( t j))) n 伊 n,
D = h0 ( | z忆0 ( t i~ ) | N ( z0 ( t i~ ), z0( t j))) n 伊 n, C =
h1( | z忆0( t i~ ) | P0 ( z0 ( t i~ ), z0( t j~ ))) n 伊 n, h0 = 2仔 / n,
h1 = 2仔 / m, x = (x01,x02,…,x0n,x11,x12,…,x1m) T。

x 分量的实部和虚部加上参数 滋1,共有 2(m +
n) + 1 个未知量,式(6) ~ (11)共有 2(m + n) + 5
个方程,所以此方程组为超定方程组,可采用最小二

乘法求解。
解出 x 后,即可求得 兹0( t)、兹1( t),从而得到边

界上的点在映射 f 下的值。 对于内部的点,利用柯

西积分可计算出 f 的值,即

f( zz) = 1
2仔i 乙

2仔

0

f( z0( t))
z0( t) - zz z忆0 ( t) dt - 1

2仔i 乙
2仔

0

f( z1( t))
z1( t) - zzz忆1( t)dt,zz沂赘

以 赘 的外边界为单位圆周,内边界为椭圆周为

例进行了计算,用大范围信赖域方法求解式(6) ~
(11)构成的超定方程组的非线性最小二乘问题。
当内边界椭圆长半轴为 0郾 9、短半轴为 0郾 6 时,取
m = n = 48,计算得到 滋1 = 0郾 783176;计算的最优结

果下,最小二乘的残差平方和为 4郾 136 伊 10 - 9。 图 1
为计算结果图形。 可以看出,此方法能得到较高精

度的共形映射。

2摇 三维流动区域的变换

对于均匀变化的螺杆或螺杆中均匀变化的一

段,其不同截面可看成是由一个截面沿同一轴心旋

转不同角度形成,如图 2 所示。 将每个截面通过第

1 章的共形变换变为相同的圆环形区域,则单螺杆

挤出机流体流动区域就变为圆环柱形区域。
设机筒为圆柱面,螺杆的轴心与机筒的轴心一
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图 1摇 流动截面区域到圆环的共形变换

Fig. 1摇 Contrast map before and after conformal mapping

图 2摇 旋转变换示意图

Fig. 2摇 Rotation transformation diagram

致,以此轴心为 z 轴,z = 0 为流体进口的横截面,并
取其为 xOy 坐标面,建立直角坐标系{O,x,y, z}。
以挤出机的螺槽是单线螺槽的情况为例,螺距为

H0。 当 z = 0 时,共形映射 f 将流体流动截面区域 赘0

映射为圆环形区域 D。 取 b = H0 / (2仔),则螺杆表面

可看成是 赘0的内边界 祝1随 z 的增大而绕 z 轴沿逆

时针方向旋转角度 z / b 得到的,且当 z = H0时恰好转

过 2仔 弧度角;当 z = h 时,流体流动截面区域 赘h也

可看成是 赘0绕 z 轴旋转角度 h / b 得到。 这样,流体

流动区域 G 上的变换可以取为

孜 = Re(eig(x,y,z) f((x + iy)e - iz / b))
浊 = Im(eig(x,y,z) f((x + iy)e - iz / b))
h =

ì

î

í

ïï

ïï z
(12)

其中 g(x,y,z)可取为任意的实值光滑函数。 这时,
区域 G 就变为{孜,浊,h}下的圆环柱体区域。 若 G =
{(x,y,z) | (x,y)沂赘z,0臆z臆H},对{孜,浊,h}再作柱

坐标变换

孜 = rcos s,浊 = rsin s,h = h (13)
则 G 变为{ r,s,h}坐标下的长方体区域。

3摇 求解泊松方程

为了说明第二章的三维变换对求解复杂的单螺

杆挤出机三维流体流动区域 G 上的偏微分方程有

效和简便[10],以端面曲线为椭圆的单螺杆挤出机为

例,应用该变换求解 G 上的 Dirichlet 问题,并与精确

解作比较。
3郾 1摇 问题变换与计算方法

设 G = {(x,y,z) | ( x,y)沂赘z,0臆z臆H},在 G

区域上所求解的问题为:
Uxx + Uyy + Uzz = p(x,y,z)

U | 鄣G = q(x,y,z{ )
(14)

设 H0为螺距,b = H0 / 2仔 为参数,赘0为进口( z =
0)处的流体流动截面区域,则 赘z为 赘0绕 z 轴逆时针

旋转角度 z / b 得到的流体流动截面区域。 设 赘0 的

外边界为单位圆周,参数方程为 x = cos t 和y = sin t
( t沂[0,2仔]);内边界为椭圆周,其方程为 x = ccos t
和y = dsin t( t沂[0,2仔]),其中 c,d > 0 为椭圆的两

个半轴长。
设共形映射 f 将 赘0映成内半径为 滋1、外半径为

1 的圆环区域,且取

孜 = Re(eiz / b f((x + iy)e - iz / b))
浊 = Im(eiz / b f((x + iy)e - iz / b))
h =

ì

î

í

ïï

ïï z
(15)

则此变换将 G 映射成内半径为 滋1、外半径为 1、
高为 H 的圆环柱 V。 进一步作式(13)所示的柱坐

标变换,设变量复合后变换为

r = r(x,y,z)
s = s(x,y,z)
h =

ì

î

í

ïï

ïï z
(16)

则 G 变换为{ r,s,h}坐标下的长方体区域 B = [滋1,
1] 伊 [0,2仔] 伊 [0,H],问题(14)变成
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a11Urr + a21Uss + a33Uhh + 2a12Urs + 2a13Urh +
摇 摇 2a23Ush + b1Ur + b2Us + b3Uh + cU =

摇 摇 寛p( r,s,h)(( r,s,h)沂B)
U | r = 滋1 = g1a( s,h),U | r = 1 = g1b( s,h)

U | s = 0 = U | s = 2仔,Us | s = 0 = Us | s = 2仔

U | h = 0 = g3a( r,s),U | h = H = g3b( r,s

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï )

(17)
其中 a11 = r2x + r2y + r2z ,a22 = s2x + s2y + s2z ,a33 = h2

x + h2
y +

h2
z = 1,a12 = rxsx + rysy + rzsz,a13 = rxhx + ryhy + rzhz =

rz,a23 = sxhx + syhy + szhz = sz,b1 = rxx + ryy + rzz,b2 =
sxx + syy + szz,b3 = hxx + hyy + hzz = 0,c = 0

式(17)的方程形式虽然比式(14)复杂,但不会

产生实质性困难,反而因为复杂的求解区域变成了

简单的长方体区域,可方便地用差分方法求解,极大

地简化了问题的计算。
计算步骤如下:
1) 计算共形映射 f 摇 得到 兹0 ( t),兹1 ( t)和 滋1

后,以样条函数形式给出 w0( t) = f( z0( t)) = ei兹0( t)和

w1( t) = f( z1( t)) = 滋1ei兹1( t);
2) 计算 x = x( r,s,h)和 y = y( r,s,h) 摇 因为 f

的逆映射 f - 1也是解析函数,可利用 Cauchy 公式给

出 f - 1,进一步,由
x + iy = eih / b f - 1(( rcos s + irsin s)e - ih / b)

计算出 x = x( r,s,h)和 y = y( r,s,h),并以三元样条

函数形式给出;
3) 对式(17)离散计算摇 采用等步长中心差分

格式,得到的线性方程组用块追赶法求解。
3郾 2摇 数值计算结果

设精确解为 Ue = 1 + x2y + sin z,先计算出相应

的 p(x,y,z) = 2y - sinz 和 q(x,y,z),然后分别就c =
0郾 5,d = 0郾 8 和 c = 0郾 6,d = 0郾 9 对式(17)进行计算。
令 Uij = maxk{ |Uijk - Ueijk | },其中 Uijk为 U( ri,s j,hk)
的计算值,Ueijk为 Ue( ri,s j,hk)的值。

计算误差的情况如下。
1) c = 0郾 5,d = 0郾 8
当( r,s,h)网格数取为 5 伊 10 伊 100 时,最大模

误差为 0郾 02793,均方根误差为 0郾 00534;网格数取

为 10 伊 20 伊 200 时,最大模误差为 0郾 02748,均方根

误差为 0郾 00145。 h 方向的最大模误差分布如图 3
所示。

2) c = 0郾 6,d = 0郾 9
当( r,s,h)网格数取为 5 伊 10 伊 200 时,最大模

误差为 0郾 10456,均方根误差为 0郾 00862;网格数取

为 10 伊 20 伊 400 时,最大模误差为 0郾 08182,均方根

误差为 0郾 00497。 h 方向的最大模误差分布如图 4
所示。

图 3摇 c = 0郾 5,d = 0郾 8 时最大模误差分布图

Fig. 3摇 Maximum modulus error distribution
when c = 0郾 5, and d = 0郾 8

图 4摇 c = 0郾 6,d = 0郾 9 时最大模误差分布图

Fig. 4摇 Maximum modulus error distribution when
c = 0郾 6, and d = 0郾 9

4摇 结论

通过本文所述的共形变换将流动区域的截面变

为圆环形区域,再构造三维区域变换,可以将单螺杆

挤出机流体流动区域变为圆环柱形区域,从而使得

求解区域不仅与时间无关,而且变成了较规则的三

维区域,大大便于问题的计算;对此这类区域上的三

维泊松方程进行数值实验的结果表明,此方法简单

有效。 当使用投影算法求解不可压缩流体流动问题

时,利用本文方法求解核心步骤中的泊松方程,可以

使投影算法更为简便高效。
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Using area transformation to solve the 3D Poisson equation in the
flow area of a single screw extruder

HUANG Shuo摇 HUANG JinYang*

(Faculty of Science,Beijing University of Chemical Technology,Beijing 100029,China)

Abstract: The fluid flow area in a single screw extruder is complex, and its cross section is a bi鄄connected area.
When using an efficient projection algorithm to solve problems of fluid flow in a single screw extruder, the key is to
understand the Poisson equation in this area. In this paper, conformal mapping is used to transform an irregular bi鄄
connected area into a concentric ring, and the complicated solution area is then transformed into a regular circular
cylinder region. This method can greatly reduce computation for this problem and be applied to problems of fluid
flow in a single screw extruder with a leakage layer. As an example, a boundary value problem of a Poisson equa鄄
tion has been solved numerically in the fluid flow area of a single screw extruder with an elliptical inner boundary in
the cross section, and the numerical solution compared with the exact one. The numerical results shows that this
method is simple and effective.
Key words: conformal mapping; single screw extruder; bi鄄connected area; Poisson equation
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