
第 44 卷 第 4 期

2017 年

北京化工大学学报(自然科学版)
Journal of Beijing University of Chemical Technology (Natural Science)

Vol. 44, No. 4
2017

逆向阴燃问题一维定态解的数学性质
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摘摇 要: 利用数学分析的方法研究了非绝热逆向阴燃波的一维定常解的数学性质,并对富燃情况下逆向阴燃的定

常解进行数值模拟。 理论推导与数值模拟的结果表明:温度、固体质量浓度和氧气质量浓度在 x 趋于正无穷时趋

于定常数,且温度在无穷远处的极限为环境温度 兹0,而固体质量浓度和氧气质量浓度在无穷远处的极限的乘积

为零。
关键词: 逆向阴燃; 定常解; 非绝热

中图分类号: O242郾 1摇 摇 DOI: 10. 13543 / j. bhxbzr. 2017. 04. 019

收稿日期: 2016-11-03
第一作者: 女,1991 年生,硕士生

*通讯联系人

E鄄mail: xulx@ mail. buct. edu. cn

引摇 言

阴燃是多孔介质内的一种无焰放热燃烧反应,
多孔介质的阴燃在垃圾焚烧和地下原油的提取方面

有广泛应用,同时阴燃也是导致住宅火灾的主要原

因,并破坏生物系统和土壤生态系统平衡。 因此通

过研究阴燃的数学性质认识阴燃发生发展的规律具

有非常重要的意义。
根据阴燃波传播方向与来流空气方向的异同,

阴燃可分为正向阴燃和逆向阴燃。 近些年来,国内

外在阴燃问题的理论研究上大多数采用大活化能渐

近分析法[1 - 6]。 Schult 等[5] 利用大活化能渐近法找

到两种具有不同结构的阴燃波的解,确定了阴燃的

燃烧温度、传播速度和固体燃料的最终转化率的表

达式;Wang 等[6] 利用渐近分析法研究水平方向的

软质聚氨酯泡沫的阴燃传播,得到的分析结果与实

验结果相符;Li 等[7] 利用数学分析的方法证明了绝

热情形下无穷远处逆向阴燃波一维定常解的数学性

质。 但文献[5 - 6]所用方法较为复杂,且得到的表

达式为近似解而非确定解;文献[7]主要对绝热情

况下一维定常解的数学性质进行理论证明,而未考

虑非绝热情况。 基于目前研究中存在的这些问题,
本文利用数学分析的方法研究非绝热情形下一维逆

向阴燃波的定常解的数学性质,从理论上证明温度、

固体质量浓度和氧气质量浓度在无穷远处的极限存

在,并且利用 Matlab 进行数值模拟,使结果更加直

观具体。

1摇 数学模型

为避免次要因素使问题复杂化,采用单步动力

学反应机制:
A + 滋O2寅滋fB + 滋gC + Q

其中 滋、滋g 和 滋f 是基于质量的氧气、气体产物和固

体产物的化学计量系数,A 为燃料,B 为固体产物,C
为气体产物,Q 为热量。

根据能量守恒、固体质量守恒和氧气质量浓度

守恒,可以得到如式(1)的控制方程[8]
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其中,x 为空间变量,t 为时间;兹、Yf 和 Yo 分别为无

量纲化的温度、固体反应物质量分数和氧气在气体

中的质量浓度,y0
o 为无穷远处氧的质量浓度;兹a 为

反应活化温度,兹0 为无穷远处的环境温度;rf = Mf /
M, rg =Mg / M,M =Mf +Mg(其中 Mg 和 Mf 分别为气

体和固体的质量流量);r = 籽g / 籽f(其中 籽g 和 籽f 分别

为气 体 密 度 和 固 体 密 度 ); Da = 姿B / cM2 为

Damk觟hler 数, Le = 姿 / 籽gcDa 为 Lewis 数;姿 为热传导

系数,B 为反应常数,c 为固体与气体的比热容;h 为



热损失系数,h = 0 表示热损失为 0,即为绝热情况,
不同的 h 表示不同大小的对流热损失。

方程组(1)的边界条件[8]为
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式(2)较文献[8]中少了一个边界条件 lim
x寅 +肄

dYf

dx = 0,

这一边界条件可以在第 2 章的证明过程中得到。
假定(兹*(x),Y*

f (x),Y*
o (x))是方程组(1)的

定常解,则它满足方程组(3)
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式(3)的边界条件为
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2摇 逆向阴燃求解相关定理

定理 1摇 假设(兹*(x),Y*
f (x),Y*

o (x))是方程

组(3)满足式(4)的解,则 lim
x寅 +肄

Y*
f , lim

x寅 +肄
Y*

o 存在。

证明摇 由方程组(3)中第二个方程得
dY*

f

dx 臆0,

因此 Y*
f 是关于 x 的单调递减函数;又因为 Y*

f 逸0,
由单调有界定理可知 lim

x寅 +肄
Y*

f 存在。 由方程组(3)

的第三个方程有
d
d (x rgY*

o - 1
Le

dY*
o

d )x 臆0, 因此 rgY*
o -

1
Le

dY*
o

dx 关于 x 单调递减。

假设 lim
x寅 +

(
肄

rgY*
o - 1

Le
dY*

o

d )x 不收敛,则

lim
x寅 +

(
肄

rgY*
o - 1

Le
dY*

o

d )x = - 肄

又由边界条件 lim
x寅 +肄

dY*
o

dx = 0 可得 lim
x寅 +肄

Y*
o =

- 肄 ,这与 Y*
o 的有界性矛盾,因此 lim

x寅 +
(

肄
rgY*

o - 1
Le

dY*
o

d )x 存在,结合 lim
x寅 +肄

dY*
o

dx = 0 知 lim
x寅 +肄

Y*
o 存在。

证毕。
引理 1摇 假设(兹*(x),Y*

f (x),Y*
o (x))是方程

组 (3 ) 满足式 (4 ) 的充分光滑的解,则
d2Y*

f

dx2 在

[0, + 肄 )上有界。
证明摇 由方程组(3)的第二个方程可得

rf
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f
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o (Da Y*
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f
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由定理 1 知 Y*

f 、Y*
o 在[0, + 肄 )上有界,又 兹a、

兹*均为正数,所以 e - 兹a / 兹*在[0, + 肄 )有界恒成立;

结合方程组(3)的第二个方程可得
dY*

f

dx 在[0, + 肄 )

上有界。 由

lim
x寅 +肄

d兹*

dx = 0 和 lim
x寅 +肄

dY*
o

dx = 0

得
d兹*

dx 和
dY*

o

dx 在[0, + 肄 )上有界。

以下证明
兹a

(兹*) 2e
- 兹a / 兹*在[0, + 肄 )上有界。

若
兹a

(兹*) 2 e
- 兹a / 兹* 在[0, + 肄 )上无界,则存在数

列{xn},当 xn寅 +肄(n寅肄)时,有

lim
n寅肄

兹a

(兹*(xn)) 2e
- 兹a / 兹*(xn) = + 肄

由于 e - 兹a / 兹*(xn) 有界,故 lim
n寅肄

兹* (xn) = 0,这与极

限 lim
z寅0 +

兹a

z2
e - 兹a / z = 0 矛 盾, 因 此

兹a

(兹*) 2 e - 兹a / 兹* 在

[0, + 肄 )上有界,从而
d2Y*

f

dx2 在[0, + 肄 )上有界。

证毕。
定理 2摇 假设(兹*(x),Y*

f (x),Y*
o (x))是方程

组(3) 满足式(4) 的解,且 Y*
f 存在二阶偏导,则

lim
x寅 +肄

dY*
f

dx = 0。

证明摇 由 lim
x寅 +肄

Y*
f = 0 存在及柯西准则可知,对

任意 着 > 0,埚M > 0,当 x1,x2 >M 时,有
|Y*

f (x2) - Y*
f (x1) | < 着

所以对坌x沂(M, + 肄)和 t > 0,有 | Y*
f (x + t) -

Y*
f (x) | < 着。 令
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M = sup
x,t沂(M, + 肄 )

|Y*
f (x + t) - Y*

f (x) |

则有 M臆 着;另由引理 1 得,存在常数 M0 使

|Y*
f 义(x) |臆M0,则由 Taylor 公式得

Y*
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f 忆(x) t +
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f 义(孜)
2 t2,孜沂
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由 着 的任意性知 lim
x寅 +肄

dY*
f

dx = 0 成立。

证毕。
定理 3摇 设(兹*(x),Y*

f (x),Y*
o (x))满足方程

组(3)和式(4),且 兹* ( x)有连续的 3 阶导数,则
lim

x寅 +肄
兹*(x)存在的充要条件是

lim
x寅 +肄

dY*
f

dx = 0。

证明摇 首先证明其必要性。
由 lim

x寅 +肄
兹*存在及定理 1 可知 lim

x寅 +肄
Y*

f Y*
o e - 兹a / 兹*

存在,根据方程组(3)的第二个方程知 lim
x寅 +肄

dY*
f

dx 存在

且 lim
x寅 +肄

dY*
f

dx 臆0;假设

lim
x寅 +肄

dY*
f

dx = a < 0

则存在 M > 0,对任意 x >M,有
dY*

f

dx < a
2

将此不等式在[M,u]上积分有

Y*
f (u)臆Y*

f (M) + a
2 (u -M)

因为 a < 0,所以

lim
u寅 +肄

Y*
f (u) = - 肄

这与 lim
x寅 +肄

Y*
f 存在矛盾,因此 lim

x寅 +肄

dY*
f

dx = 0。

再证明其充分性。

由方程组 (3) 的第二个方程及 lim
x寅 +肄

dY*
f

dx = 0

可得

lim
x寅 +肄

Y*
f Y*

o e - 兹a / 兹* = 0

再根据方程组(3)的第一个方程及 lim
x寅 +肄

d兹*

dx =

0,得

lim
x寅 +

(
肄

h兹* - d2兹*

dx )2 = h兹0

即 lim
x寅 +肄

兹*、 lim
x寅 +肄

d2兹*

dx2 具有相同的敛散性。

对方程组(3)第一个式子两边求导可得

d3兹*

dx3 = d2兹*

dx2 - d
dx[( y

0
o + 滋)DaY*

f Y*
o e - 兹a / 兹*] +

h d兹*

dx (5)

将式(5)右端第二项展开得

(y0
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dY*
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(兹*) 2
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由引理 1 的证明可知式(6)有界,即式(5)右端

第二项有界;又由

lim
x寅 +肄

Y*
f Y*

o e - 兹a / 兹* = 0

可知 Y*
f Y*

o e - 兹a / 兹*在[0, + 肄 )上有界,由 lim
x寅 +肄

d兹*

dx =

0 知
d兹*

dx 在[0, + 肄 )上有界;又由 兹*在[0, + 肄 )上

有界,结合方程组(3)的第一个方程得
d2兹*

dx2 在[0,

+ 肄 )上有界,从而由式(4)知
d3兹*

dx3 在[0, + 肄 )上

有界;

结合 lim
x寅 +肄

d兹*

dx = 0 及定理 2 的证明方法易得

lim
x寅 +肄

d2兹*

dx2 = 0

从而由方程组(3)的第一个方程可知 lim
x寅 +肄

兹*存

在且 lim
x寅 +肄

兹* = 兹0。

证毕。
推论摇 由定理 3 可得,当环境温度 兹0 不为零

时有

lim
x寅 +肄

Y*
f lim

x寅 +肄
Y*

o = 0。

3摇 数值模拟结果

为了说明理论推导的可靠性,利用 Matlab 进行
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数值模拟来验证理论证明的结果。 采用配置法结合

Lobatto 芋A 公式来求解方程,即先用配置法找到包

含配置解的配置方程,然后用 Lobatto 芋A 公式迭代

求解该配置方程。 迭代所需初始近似解采用去掉非

线性项求解线性常微分方程得到,即去掉方程(3)
中非线性项,结合边界条件(4),求得线性常微分方

程组的解为:
兹 = 兹0 + (兹* - 兹0)ex

Yf = 1

Yo = 1 + (Y*
o - 1)erg

ì

î

í

ïï

ïï Lex

摇 x臆0

兹 = 兹*

Yf = Yb
f

Yo = Y*

ì

î

í

ïï

ïï
o

摇 x > 0 (7)

其中 兹*、Y*
o 分别为 兹、Yo 在 x = 0 处的值,Yb

f 表示 Yf

在正无穷远处的值。 兹*、Y*
o 和 Yb

f 可利用大活化能

渐进分析法求得[5]。
考虑富燃情况,数值计算中参数取值来自文献

[6]。 由式(7)迭代到的相对误差小于 10 - 5的数值

结果如图 1 ~ 3 所示。

图 1摇 温度变化曲线

Fig. 1摇 Temperature plot

图 2摇 固体质量浓度变化曲线

Fig. 2摇 Solid mass concentration plot

由图 1 ~ 3 可知,在非绝热情形下温度、固体

质量浓度和氧气质量浓度在无穷远处的极限仍然

图 3摇 氧气质量浓度变化曲线

Fig. 3摇 Oxygen concentration plot

存在,且温度在无穷远处的极限为周围环境的室

温,氧气质量浓度在富燃情形下趋于零。 这与理

论证明的结果相符合,说明计算结果具有一定的

可靠性。

4摇 结论

本文利用数学分析的方法研究了非绝热逆向阴

燃波的一维定常解的数学性质。 从理论上证明了温

度、固体质量浓度和氧气质量浓度在空间变量趋于

无穷时的极限存在,即 lim
x寅 +肄

Yf = 0 和 lim
x寅 +肄

Yo = 0 分别

对应阴燃的贫燃和富燃分支,且 lim
x寅 +肄

兹* = 兹0。
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Mathematical properties of a one鄄dimensional steady solution
of reverse smolder waves

GAO Meng摇 XU LanXi*
(Faculty of Science, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: The mathematical analysis method has been used to study the mathematical properties of an one鄄dimen鄄
sional steady solution of non鄄adiabatic reverse smolder waves. The results show that the temperature, the solid mass
concentration and oxygen concentration all tend to be constant, the limit of temperature at infinity is 兹0, and the
product of the limit of the solid mass concentration and oxygen concentration at infinity is zero. A numerical simula鄄
tion of the steady solution of reverse smoldering in the case of rich fuel is carried out, and the results are in agree鄄
ment with the theoretical proof.
Key words: reverse smoldering; steady solution; non鄄adiabatic
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