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通过随机排序的交替方向乘子法的矩阵恢复
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摘摇 要: 为了解决交替方向乘子法(ADMM)在求解广义的鲁棒主成分分析(G-RPCA)模型时结果不收敛的问题,
提出用随机排序的交替方向乘子法(RP-ADMM)来求解这一模型,并且通过数值模拟和实例验证证明了该算法的

有效性。 结果表明,该算法求解 G-RPCA 模型较目前已有的算法速度更快、鲁棒性更高;在处理同时被稀疏大噪声

和稠密小噪声污染的图片时,能较理想地分离出图像的低秩部分、大噪声部分和小噪声部分。
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引摇 言

信息爆炸的时代,每时每刻都会产生海量的信

息。 为了更好地对海量数据进行挖掘和运用,需要

先对数据进行预处理,即去除数据中的各种噪声,保
留真实有效的数据。 主成分分析(principal compo鄄
nent analysis,PCA) [1]是一种非常经典的降维方法,
在许多领域中被广泛应用。 PCA 常用奇异值分解

算法来求解,能有效去除数据中的稠密小噪声,实现

降维的目的,但是当需要分离出数据中的稀疏大噪

声时,PCA 方法不再适用。 鲁棒主成分分析( robust
PCA,RPCA) [1 - 4]能有效分离出数据中的稀疏大噪

声,目前一些主流算法,如迭代阈值算法( iterative
thresholding, IT) [5], 加速的近端梯度算法(acceler鄄
ated proximal gradient, APG) [6] 和增广的拉格朗日

乘子法( augmented Lagrange multiplier, ALM) [7] 等

能对其有效求解,但是这些算法都只能分离出其中

的大噪声,而无法分离出稠密小噪声。
本文提出用随机排序的交替方向乘子法( ran鄄

domly permuted ADMM, RP-ADMM)来求解更一般

的 RPCA 模型(G-RPCA),即在数据中同时存在稀疏

大噪声和稠密小噪声的情形,同时证明了当 RP -
ADMM 被应用到 G-RPCA 模型中时,结果是收敛的。

1摇 广义的鲁棒主成分分析及算法

1郾 1摇 广义的鲁棒主成分分析

广义的鲁棒主成分分析(G-RPCA)是一种矩阵

恢复模型,它能从含有混合噪声的高维数据矩阵中

分离出稀疏大噪声和稠密小噪声,从而得到有价值

的低维数据矩阵。 G-RPCA 能写成如下形式:

min
A,E

椰A椰* + 姿 椰E椰1 + 酌 椰F椰2
F

subject to A + E + F ={ D
(1)

其中,椰·椰2
F为 F 范数,表示稠密小噪声;椰·椰*为核

范数,表示低秩矩阵;椰·椰1 为 1 范数,表示稀疏大

噪声。
1郾 2摇 随机排序的交替方向乘子法

随机排序的交替方向乘子法是一种迭代方法,
由交替方向乘子法(ADMM) [8] 改进而来。 ADMM
适用的凸优化问题如式(2)所示:

min f1(x1) + f2(x2)
subject to A1x1 + A2x2 ={ b

(2)

其中 f1 ( x1 )和 f2 ( x2 )是两个可分离的目标函数,
A1x1 + A2x2 = b 是一个线性约束条件[9]。

为了求解式(2)需先写出其增广 Lagrangian 函

数形式:
L(x1, x2; 滋) = f1 ( x1 ) + f2 ( x2 ) - 滋 (A1x1 +

A2x2 - b) + 茁
2 椰A1x1 + A2x2 - b椰2 (3)

其中 滋 是 Lagrangian 乘子, 茁 > 0 为惩罚因子。 循环

迭代更新原来的变量 x1,x2



xk + 1
1 = arg min

x1沂字1
L(x1,xk

2;滋k)

xk + 1
2 = arg min

x2沂字2
L(x2,xk + 1

1 ;滋k)

滋k + 1 = 滋k - 茁(A1xk + 1
1 + A2xk + 1

2 - b

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï )
RP-ADMM 算法考虑的是模型(2)中目标函数

为 3 个或 3 个以上时的情形,以 3 个为例:
min f1(x1) + f2(x2) + f3(x3)
subject to A1x1 + A2x2 + A3x3 ={ b

(4)

将式(4)写成增广 Lagrangian 函数的形式:
L(x1,x2,x3;滋) = f1 (x1) + f2 (x2) + f3 ( x3 ) -

滋(A1x1 +A2x2 +A3x3 - b) + 茁
2 椰A1x1 +A2x2 + A3x3 -

b椰2 (5)
RP-ADMM 和 ADMM 的区别在于,RP -ADMM

算法在每次迭代前都会随机抽取一个排序,例如:
滓 = (2,3,1),L(x滓(1),x滓(2),x滓(3);滋) = L(x2,x3,x1;
滋)表示先固定 x3,x1求解出 x2,再固定 x2,x1求解出

x3,最后固定 x2,x3 求解出 x1。
1郾 3摇 模型推导及算法流程

为了求解 G-RPCA 模型的迭代过程,需要先将

式(1)写成增广 Lagrangian 函数的形式:
L ( A, E, F, Y, 滋) = 椰A椰* + 姿 椰E椰1 +

酌
2 椰F椰2

F + 掖 Y, D - A - E - F 业 +

滋
2 椰D - A - E - F椰2

F (6)

其中 F 为稠密的小噪声矩阵,椰·椰F 为 F 范数。
根据式(6)得到如下迭代格式的推导过程。
首先固定 Ek 和 Fk,更新 Ak + 1:

arg min
Ak + 1

椰Ak + 1椰* + 滋
2 椰D - Ak + 1 - Ek - Fk +

滋 - 1
k Yk椰2

F = D滋 - 1k
(D - Ek - Fk + 滋 - 1

k Yk) (7)
其中,D滋 - 1k

(·) = US滋 - 1k
(撞) VT;对 D - Ek - Fk +

滋 - 1
k Yk 进行奇异值分解得到矩阵 U,撞 和 V,S滋 - 1k

(·)
为收缩算子,

S滋 - 1k
(x) =

x - 滋 - 1
k , x > 滋 - 1

k

x + 滋 - 1
k , x < - 滋 - 1

k

0,

ì

î

í

ï
ï

ïï 其他

其次固定 Ak 和 Fk,更新 Ek + 1

arg min
Ek + 1

姿 椰Ek + 1椰1 +
滋k

2 椰D - Ak - Ek + 1 - Fk +

滋 - 1
k Yk椰2

F = S 姿
滋k
(D - Ak - Fk + 滋 - 1

k Yk) (8)

最后固定 Ak 和 Ek 更新 Fk + 1

arg min
Fk +1

酌
2 椰Fk +1椰2

F + 滋
2 椰D - Ak - Ek - Fk +1 +

滋 - 1
k Yk椰2

F =
滋k

滋k + 酌(D - Ak - Ek + 滋kYk) (9)

由式(7) ~ (9)并结合 RP - ADMM 得到如下

G-RPCA 的算法流程。
1) 输入数据矩阵 D
2) 初始化

令 Y0,滋0 > 0,籽 > 0,酌 = 0郾 5,k = 0,A0 = 0,E0 =
0,F0 = 0;

3) 产生一个(1,2,3)的随机排序 滓;
4)遍历 滓,如 滓( i) = 1,则转步骤 5),如 滓( i) =

2,则转步骤 6),如果 滓( i) = 3,则转步骤 7);
5)应用式(7)得到 Ak + 1,令 Ak = Ak + 1;
6)应用式(8)得到 Ek + 1,令 Ek = Ek + 1;
7)应用式(9)得到 Fk + 1,令 Fk = Fk + 1;
8)Yk + 1 = Yk + 滋k(D - Ak - Ek - Fk),滋k + 1 = 籽滋k,

k = k + 1;
9)检查是否收敛,如不收敛转步骤 3),收敛则

输出。
10)输出 A*

k ,E*
k ,F*

k 。
1郾 4摇 收敛性证明

证明 RP-ADMM 算法的收敛性。
1)利用 ADMM 对式(6)进行 k 次迭代时有式

(10)成立:
- aT

1姿k + aT
1(a1xk + 1

1 + a2xk
2 + a3xk

3 - b) = 0

- aT
2姿k + aT

2(a1xk + 1
1 + a2xk + 1

2 + a3xk
3 - b) = 0

- aT
3姿k + aT

3(a1xk + 1
1 + a2xk + 1

2 + a3xk + 1
3 - b) = 0

(a1xk + 1
1 + a2xk + 1

2 + a3xk + 1
3 - b) + 姿k + 1 - 姿k

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï = 0

(10)
其中 姿表示拉格朗日乘子。

设 yk = [xk
1;xk

2;xk
3;(姿k) T]沂R6 伊 1,则式(10)改

写为

aT
1a1 0 0 0

aT
2a1 aT

2a2 0 0

aT
3a1 aT

3a2 aT
3a3 0

a1 a2 a3 I

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

3 伊 3

yk + 1 =

0 - aT
1a2 - aT

1a3 aT
1

0 0 - aT
2a3 aT

2

0 0 0 aT
3

0 0 0 I

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

3 伊 3

yk +
ATbé

ë
ê
ê

ù

û
ú
úb

(11)
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定义

L =

aT
1a1 0 0

aT
2a1 aT

2a2 0

aT
3a1 aT

3a2 aT
3a

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

3

R =
0 - aT

1a2 - aT
1a3

0 0 - aT
2a3

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú0 0 0

则 L 和 R 的关系为:L - R = ATA,其中 A 为 Ax = y
的系数矩阵。

图 1摇 不同矩阵维数下 3 种算法的性能比较

Fig. 1摇 Performance comparison of three algorithms with different matrix dimensions

定义
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则式(10)可写为

yk + 1 = (L) - 1Ryk + L - 1b
因为 籽((L) - 1R) > 1[10](籽(·)表示谱半径),即

谱半径大于 1,所以 ADMM 对于式(6)并不收敛。
2)应用 RP -ADMM 求解式(6),当迭代到第 k

次时其格式变为

yk + 1 = L - 1
滓 R滓yk + L - 1

滓 b
其中 滓沂祝 = {滓 |序列(1,2,3)的随机排序}

引理 1[11] 摇 假设 A = [A1,…,An]沂RN 伊 N是非

奇异的,对于任意的排序,定义:

M = E滓(L - 1
滓 R滓) = 1

n! 移滓沂祝
(L - 1

滓 R滓)

因为 祝 中的变量是服从均匀随机变量的,所以

E 是关于 祝 的期望。 因此 籽(M) < 1。
综合 1)和 2)的结果,得出 M 的谱半径小于 1,

证明 RP-ADMM 算法是收敛的,结论得证。

2摇 数值模拟

为测试 G-RPCA 模型分离稀疏大噪声和稠密

小噪声的能力,采用 n 阶方阵作测试。 低秩矩阵

A沂Rn 伊 n可由元素服从 i. i. d 标准正态分布的两个

独立随机矩阵 Mn 伊 r
L 和 Mn 伊 r

R 的乘积产生;稀疏大误

差矩阵 E沂Rn 伊 n的支集元素在区间[ - 500,500]上
随机均匀取值;致密的高斯小噪声矩阵N沂Rn 伊 n的

元素服从 i. i. d 标准正态分布。 由此可得到受稀疏大

噪声和稠密小噪声污染的矩阵D =A + E + 滓N (滓 =
0郾 001)(F =滓N)。 分别改变矩阵D 的维数(m =100颐
100颐 2000)、低秩矩阵 A 的秩(rank(A) = 5颐 5颐 60)和
高斯噪声的大小(滓 = 0郾 005颐 0郾 005颐 0郾 06),得到 G -
RPCA、ALM 和 APG 这 3 种算法的性能比较。 图 1 为
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设定高斯噪声 0郾 05 和低秩矩阵的秩 15,改变矩阵维数

的结果;图2 为设定矩阵维数1500 阶和高斯噪声0郾 05,
改变低秩矩阵的秩的结果;图 3 为设定矩阵维数 1500
阶和低秩矩阵的秩 15,改变高斯噪声的结果。

图 2摇 改变低秩矩阵的秩时 3 种算法的性能比较

Fig. 2摇 Performance comparison of three algorithms when changing the rank of the lower rank matrix

图 3摇 不同噪声值下 3 种算法的性能比较

Fig. 3摇 Performance comparison of three algorithms with different noise
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摇 摇 从图 1 中可以看出,随着矩阵维数的增加,低秩

部分的秩并没有显著的变化,这说明 G-RPCA 模型

所恢复出的低秩部分鲁棒性很好。 在图 2 和图 3
中,不管是随着噪声的增大还是矩阵秩的改变,G -
RPCA 模型所恢复出的矩阵相对于其他算法都更加

鲁棒且其迭代次数也更少。

3摇 含有混合噪声的图像分离

任选一幅图像对其添加混合噪声,然后分别应

用 G-RPCA 方法和 ALM 方法去噪,结果如图 4、5
所示。

图 4摇 G-RPCA 图像去噪

Fig. 4摇 G-RPCA image denoising

图 5摇 ALM 图像去噪

Fig. 5摇 ALM image denoising

对比图 4、5 可以明显看出,G-RPCA 去除噪后

的图片比 ALM 更清晰,说明 G-RPCA 方法能有效

分离出稠密的小噪声。

4摇 结束语

本文对于 G-RPCA 模型基于随机排序的交替

方向乘子法提出一种可行的求解方法。 通过数值实

验可以表明该算法在处理混合噪声问题上,无论从

时间成本还是从所恢复出的低秩矩阵秩的鲁棒性上

都优于其他两种通用的算法。 图像实例也证明了该

算法能够分别分离出稀疏大噪声和稠密的小噪声,
在去除混合噪声方面具有一定优势。
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Matrix recovery by randomly permuted alternating direction
method of multipliers (ADMM)

LI Ji摇 ZHAO LiNa* 摇 HOU XuKe
(Faculty of Science, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: In order to solve the problem that the alternating direction method of multipliers (ADMM) does not con鄄
verge when solving the generalized robust principal component analysis (G鄄RPCA) model, this paper proposes ran鄄
domly permuted ADMM (RP鄄ADMM) process to solve this model. The effectiveness of the algorithm was proved by
numerical experiments and case verification. Numerical experiments showed that the proposed algorithm is faster
and more robust than existing algorithms when solving the G鄄RPCA model. When dealing with pictures that are sim鄄
ultaneously polluted by sparse large noise and dense small noise, the algorithm can effectively isolate the low rank
part of the image, the large noise part and the small noise part.
Key words: generalized robust principal component analysis ( PCA); randomly permuted alternating direction

method of multipliers (RP-ADMM); matrix recovery; denoising
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