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Maxwell 方程组 Lorentz 表述四维张量形式的讨论
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摘摇 要: 在经典 Maxwell 方程组的基础上,利用四维空间矢量和四维电磁场张量的变化规律,将 Maxwell 方程组

Lorentz 表述的场方程组变换成四维张量形式,证明了 Lorentz 表述四维张量形式的特点,验证了 Maxwell 方程组的

协变性以及 Lorentz 表述的四维张量形式的对称性,从而更好地解释了电磁场的运动规律。 通过列举实际算例验

证了本文算法的实用性和有效性,简化了运动介质相关的问题,体现了在解决运动介质方面问题的优越性,为运动

问题的解决提供了一定的帮助。
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引摇 言

Maxwell 在总结前人的一系列发现和实验成果

的基础上,结合自己提出的涡旋电场和位移电流的

概念,建立了第一个完整的电磁理论体系[1 - 2]。 他

的推广有两个方面:其一是假定变化的电场(位移

电流)产生磁场,从而把安培环路定理加以推广,使
之包括位移电流; 其二是假定变化的磁场产生电

场,从而把法拉第电磁感应定律由导体回路中产生

感应电动势推广到一般情况。 对于静止的,不变形

的物体来说,Maxwell 的处理方法再加上一些特定的

附加条件同时进行相应的修改,已经能够很完美地

解决有关刚体的大部分问题了[3 - 4]。 但是,对于运

动着的,可变形的物体来说,一种新的表述方式提出

了更好的解决办法。 1892 年,Lorentz 提出了电子

论,这一理论把电磁现象归因于物质粒子中的电荷

的存在和运动。 Lorentz 表述使用电子来模拟物质

的微观特性,假设物体包含有大量极小的电子,电子

与充满物质的介质的场相互作用,而这些场满足真

空中的 Maxwell 方程。 这是依据电子论的假设:运
动电子之间不直接发生作用,而是借助浸没这些电

以太介质相互作用[5 - 6]。 这些特点可以更好的解决

运动介质的相关问题。
本文在经典 Maxwell 方程组的基础上,通过引

入四维量的方法,将 Maxwell 方程组的 Lorentz 表述

进行四维形式的变化。 体现了 Maxwell 方程组

Lorentz 表述的四维张量形式的对称性。 同时通过

算例验证了该算法在很大程度上方便了运动介质问

题的求解,并且提供了一种新的思路。

1摇 Maxwell 方程组的 Lorentz 表述

静止介质的 Maxwell 方程组为

驻·B = 0 (1)

驻伊 E + 鄣B
鄣t = 0 (2)

驻·D = 滓 (3)

驻伊H = 鄣D
鄣t + J (4
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本构方程为 D = 着抓, B = 滋H,J = 淄E
式中,滓 为自由电荷密度,J 为自由电流密度,着 为介

电常数,滋 为磁导率,淄 为电导率。
式(1)磁通连续性原理,描述磁场的散度特性,

表明穿过任意闭合曲面的磁通量为零;式(2)是安

培环路定律的微分形式, 用于计算由于电流流动产

生的磁;式(3)为高斯通量定理的微分形式, 表明电

场是有散场;式(4)为法拉第定律;本构方程分别描

述电位移与电场强度间的关系,铁磁介质的材料方

程以及在磁场中运动的导体会产生感应电流。
将 E 和 B 看作真空中电磁场的基本变量,引入

极化密度 P 和磁化密度 M,则
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B = 滋0(H +M),D = 着0E + P
可以得到 Lorentz 表述的 Maxwell 方程组为

驻·B = 0 (5)

驻伊 E + 鄣B
鄣t = 0 (6)

着0

驻·E = 滓 - 驻·P (7)

滋 - 1 驻伊 B - 着0
鄣E
鄣t = J + 鄣P

鄣t + 驻伊 (P 伊

v) + 驻伊M (8
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式中, - 驻·P 为极化电荷,鄣P鄣t + 驻伊 (P 伊 v)为极化

电流, 驻伊M 为磁化电流。
和经典 Maxwell 方程组相比可以看出,Lorentz

表述中式(6)表明电场的环量等于感应电场的面积

分,即变化的磁场能产生电场式,式(7)表明闭合曲

面的电通量等于闭合曲面所包围的体积内含有的电

荷量的代数和,式(8)表明沿着闭合曲线磁场的环

量等于闭合曲线所包围的面积上流过的电流。
Maxwell 方程组的 Lorentz 表述是一组运动介质

电动力学方程,对于 Lorentz 表述,在场中传递的电

磁动量完全转化成运动学动量,这个运动学动量影

响物体的运动[7 - 9]。

2摇 Maxwell 方程组引入四维量的算法

在恒定磁场中,引入矢势 A,
B = 驻伊 A (9)

引入库伦规范, 驻·A = 0
引入标势 渍,

E = - 驻渍 - 鄣A / 鄣t (10)
引入四维空间矢量

X滋 = (x,ict),
J滋 = (J,icp),

A滋 (= A, i
c )渍 ,

引入反对称四维张量

F琢茁 =
鄣A茁

鄣X琢
-
鄣A琢

鄣X茁

即 F琢茁 =

0 B3 - B2 - i
c E1

- B3 0 B1 - i
c E2

B2 - B1 0 - i
c E3

i
c E1

i
c E2

i
c E3
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步骤 1
将式(9)代入到式(4),则

驻·( 驻伊 A) = 0
将其展开得

鄣
鄣x (

1

鄣A3

鄣x2
-
鄣A2

鄣x )
3

+ 鄣
鄣x (

2

鄣A1

鄣x3
-
鄣A3

鄣x )
1

+ 鄣
鄣x (

3

鄣A2

鄣x1
-

鄣A1

鄣x )
2

= 0

写成反对称张量形式

鄣F23

鄣x1
+
鄣F31

鄣x2
+
鄣F12

鄣x3
= 0 (11)

步骤 2
将式(9)代入式(6),则

驻 (伊 E + 鄣A
鄣 )t = 0

根据四维空间矢量

驻 (伊 驻A4 - 鄣A
鄣x )

4
+ 鄣
鄣x4

( 驻伊 A) = 0

将其展开得

鄣
鄣x (

2

鄣A4

鄣x3
-
鄣A3

鄣x )
4

+ 鄣
鄣x (

3

鄣A4

鄣x2
-
鄣A2

鄣x )
4

+ 鄣
鄣x (

4

鄣A3

鄣x2
-

鄣A2

鄣x )
3

= 0

写成反对称四维张量形式

鄣F34

鄣x2
+
鄣F42

鄣x3
+
鄣F23

鄣x4
= 0 (12)

同理可得

鄣F41

鄣x3
+
鄣F13

鄣x4
+
鄣F34

鄣x1
= 0 (13)

鄣F12

鄣x4
+
鄣F24

鄣x1
+
鄣F41

鄣x2
= 0 (14)

根据式(7) ~ (10),整理得

鄣F琢茁

鄣x酌
+
鄣F茁酌

鄣x琢
+
鄣F酌琢

鄣x茁
= 0 (15)

步骤 3
将式(10)代入式(7),则

(1 + 字e () - 驻2A + 驻鄣A
鄣x )

4
= 滋0J (16)

将式(16)展开得

(1 + 字e [) 鄣
鄣x (

1

鄣A1

鄣x4
-
鄣A4

鄣x )
1

+ 鄣
鄣x (

2

鄣A2

鄣x4
-
鄣A4

鄣x )
2

+

鄣
鄣x (

3

鄣A3

鄣x4
-
鄣A4

鄣X )
3

+ 鄣
鄣x (

4

鄣A4

鄣x1
-
鄣A1

鄣x ) ]
4

= 滋0J4

写成反对称四维张量形式
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鄣F4琢

鄣x琢
=

滋J4

(1 + 字e)
(17)

步骤 4
将式(9)和式(10)代入式(8),则

滋 -1 驻伊( 驻伊A) - 着0
鄣E
鄣t = Jf + 字e着0

鄣
鄣 (t - 驻渍 -

鄣A
鄣 )t + 驻伊 (P 伊 v) + 驻伊M (18)

[ 驻( 驻·A) - 驻2A] = 鄣
鄣x (

4
- 驻A4 - 鄣A

鄣x )
4

+

(滋Jf + 滋Jp + 滋Jm)
1 + 字e

(19)

式(18) ~ (19)中,Jf 为自由电荷, Jp 为极化电荷,
Jm 为磁化电荷。

(1 + 字e [) 鄣
鄣x (

1

鄣A1

鄣x1
-
鄣A1

鄣x )
1

+ 鄣
鄣x (

2

鄣A2

鄣x1
-
鄣A1

鄣x )
2

+

鄣
鄣x (

3

鄣A3

鄣x1
-
鄣A1

鄣X )
3

+ 鄣
鄣x (

4

鄣A1

鄣x1
-
鄣A1

鄣x ) ]
1

= 滋0J1

(1 + 字e [) 鄣
鄣x (

1

鄣A1

鄣x2
-
鄣A2

鄣x )
1

+ 鄣
鄣x (

2

鄣A2

鄣x2
-
鄣A2

鄣x )
2

+

鄣
鄣x (

3

鄣A3

鄣x2
-
鄣A2

鄣X )
3

+ 鄣
鄣x (

4

鄣A1

鄣x2
-
鄣A2

鄣x ) ]
1

= 滋0J2

(1 + 字e [) 鄣
鄣x (

1

鄣A1

鄣x3
-
鄣A3

鄣x )
1

+ 鄣
鄣x (

2

鄣A2

鄣x3
-
鄣A3

鄣x )
2

+

鄣
鄣x (

3

鄣A3

鄣x3
-
鄣A3

鄣X )
3

+ 鄣
鄣x (

4

鄣A1

鄣x3
-
鄣A3

鄣x ) ]
1

= 滋0J3

写成反对称四维张量形式

鄣F1琢

鄣x琢
=

滋J1

(1 + 字e)
(20)

鄣F2琢

鄣x琢
=

滋J2

(1 + 字e)
(21)

鄣F3琢

鄣x琢
=

滋J3

(1 + 字e)
(22)

根据式(12) ~ (15)整理得

鄣F琢茁

鄣x琢
=

滋J茁

1 + 字( )e
(23)

综上所述, 式(15)和式(23)就构成了 Lorentz
表述的四维张量形式,即

鄣F琢茁

鄣x酌
+
鄣F茁酌

鄣x琢
+
鄣F酌琢

鄣x茁
= 0

鄣F琢茁

鄣x琢
=

滋J茁

(1 + 字e
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对称性是物理学的整体属性,对称性原理在物

理学中是一个重要而且得到普遍应用的规律。
Maxwell 方程组的 Lorentz 表述的四维张量形式除了

有形象对称和抽象对称之外,更不乏数学对称性,这
种数学对称性也可称之为变换不变性。

3摇 相对运动问题算例

算例:一个电流为 I 的不带电金属线圈,以速度

v 平行于 PQ 边作匀速运动。

解法(1):设导线的截面积为 S,PQ 边长为 a,
RS 边长为 b,在与线圈相对静止的坐标系中,线圈

电流为 I,其密度 J = I / S,电流密度 籽 = 0。 利用四维

矢量 J滋 = (J,icp),可得实验室坐标系中的电荷分布

J1

J2

J3

ic

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø
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籽

=

酌 0 0 - i兹酌
0 1 0 0
0 0 1 0
i兹酌 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø
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÷
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酌

J忆1
J忆2
J忆3
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è

ç
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çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0

其中摇 酌 = 1

1 - v2

c2

亦 籽忆 = 酌 v
c2
J忆1,

在实验室坐标系观察到 PQ 边电荷密度

籽忆PQ = 酌 v
c2

I
S ,

在实验室坐标系观察到 RS 边电荷密度

籽忆RS = - 酌 v
c2

I
S ,

在实验室坐标系观察,边的长度缩短了

a忆 = a 1 - v2

c2
= 酌 - 1a,

所以 PQ 和 RS 边上各有电荷

qPQ = v
c2
Ia,qRS = - v

c2
Ia,

因此,在实验室坐标系中,线圈具有 y 方向的电偶

极矩 Py = qb忆 = v
c2
Iab。

解法(2):设导线的截面积为 S,在与线圈相对

静止的坐标系中,线圈电流为 I,其密度 J = I / S,电
流密度 籽 = 0。
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将 x,y,z,子 看作四度空间内的一个矢量的 4 个

分量,根据

x1 = x,x2 = y,x3 = z,x4 = 子 = ict
当从一个参考系变换到另一个参考系时,遵循四度

矢量变换公式

A1 =
A忆1 - i v

c A忆4

1 - v2

c2

, A2 = A忆2, A3 = A忆3, A4 =

A忆4 + i v
c A忆1

1 - v2

c2

带入已知条件得到实验室坐标系中的电荷密度

籽 =
ic籽忆 + i v

c J忆1

1 - v2

c2

= 0

其中 酌 = 1

1 - v2

c2

亦 籽忆 = 酌 v
c2
J忆1,

因为与 x 轴平行的两条边,PQ 中有电流密度

J = I / S,RS 中有电流密度 J = - I / S。 所以得到在实

验室坐标系观察到 PQ 边电荷密度

籽忆PQ = 酌 v
c2

I
S ,

在实验室坐标系观察到 RS 边电荷密度

籽忆RS = - 酌 v
c2

I
S ,

在实验室坐标系观察,截面积不变,但边长缩短了

a忆 = a 1 - v2

c2
= 酌 - 1a,

所以 PQ 边上的电荷为 qPQ = v
c2
Ia,

RS 边上的电荷为 qRS = - v
c2
Ia,

因此,在实验室坐标系中,线圈具有 y 方向的电偶

极矩 Py = qb忆 = v
c2
Iab。

从算例可以看出本算法的适用范围为问题要有

两个以上的参考系统,同时参考系统之间要有相对

运动,与解法(2)的一般算法对比可以看出,本文的

算法通过引用四维矢量和张量,将运动介质的问题

变换为四维坐标下的问题,不需要进行大量的坐标

变换计算,很大程度上减少了问题的复杂性,本文给

出的算法很好地体现了在解决运动介质方面问题的

优越性。

4摇 结论

(1)本文通过引入四维坐标矢量以及四维电磁

场张量,推导出 Maxwell 方程组 Lorentz 表述的四维

形式。
(2)利用矢量和张量的变化规律,验证了 Max鄄

well 方程组的协变性以及 Lorentz 表述的四维张量

形式的对称性。
(3)通过实际算例的列举,说明了本文的算法

不需要进行大量的坐标变换计算,简化了运动介质

相关的问题,为运动问题的解决提供了一定的帮助。
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Lorentz expression of Maxwell蒺s equations in a
four鄄dimensional tensor

LIU Hui摇 QI Xin
(School of Science, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: In this paper, we transform the Lorentz expression of Maxwell蒺s equations to a four鄄dimensional tensor
form by defining vector potential, scalar potential, the four鄄dimensional space vector and the electromagnetic field
tensor. The result can better explain the movement of the electromagnetic field and verify the invariance of
Maxwell蒺s equations and the symmetry of the Lorentz expression of the four鄄dimensional tensor form. By listing actu鄄
al examples we can verify the usefulness and effectiveness of the arithmetical method. At the same time, it can sim鄄
plify the problem of a moving medium and provide some assistance in solving the movement problem, which demon鄄
strates its superiority over the traditional form.
Key words: Maxwell蒺s equations; Lorentz representation; four鄄dimensional tensor
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