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回声状态网络的递推训练算法
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摘摇 要: 针对回声状态网络(ESN)传统的训练方法无法解决高维矩阵不可逆时的训练,以及无法应用于需要在线

训练的建模当中等问题,提出了两种新的递推训练算法。 分别将含遗忘因子递推最小二乘算法(FFRLS)和无先导

卡尔曼滤波算法(UKF)应用到回声状态网络输出神经元为线性函数和非线性函数的权值训练中,进而直接对网络

的输出权值进行递推更新。 与传统的训练方法相比,所提新方法不仅具有在线更新、精度高的优点,而且还可以解

决传统训练方法中批量数据构成的向量矩阵不可逆及输出神经元为非线性函数且其反函数不可求的问题。 通过

对连续搅拌釜式反应器(CSTR)浓度和温度的预测仿真,结果证明了所提新方法的有效性。
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引摇 言

神经网络技术作为一种有效的非线性黑箱建模

方法,在复杂系统建模、非线性系统预测等领域得到

了广泛的应用。 特别是递归神经网络由于其可以适

应动态系统的时变特性,与前馈网络相比更适合动

态系统建模。 回声状态网络(ESN)是由 Jeager[1] 提
出的一种新型的递归神经网络,并且在非线性时间

序列预测等领域取得了成功应用。 但是 ESN 传统

训练方法采用离线批处理算法,虽然方法简单、有
效,但是训练数据规模、存储量以及运算量较大,并
且不能应用于在线辨识和建模的场合。 另外,输出

权值的计算需要对矩阵直接求逆,这对于高维数据

矩阵由于共线性而导致病态方程无法求解,或某些

系统数据组成的矩阵无法求逆时不能使用。
针对上述问题葛谦等[2] 利用粒子群算法训练

ESN 的输出权值,虽然能在有限的学习样本下有效

的提高预测精度,但是该方法由于演化粒子和迭代

次数较多,使得模型训练时间较长。 王建民等[3] 将

ESN 的储备池参数以及输出权矩阵作为目标参数,
利用扩展卡尔曼滤波(EKF)对其进行联合递归训

练,但是 EKF 算法在计算中用到了误差协方差矩阵

的近似,最终只得到最优解的一阶近似。 鉴于此,本
文提出了两种 ESN 权值的递推训练算法,将 FFRLS
和 UKF 算法分别应用到 ESN 输出神经元为线性函

数和非线性函数情况下权值的训练中。 所提方法不

但具有训练样本少、运算量小、可在线更新以及精度

高的优点,而且拓展了 ESN 建模的应用范围。

1摇 回声状态网络

ESN 是一种离散型神经网络,结构如图 1 所示。

图 1摇 回声状态网络结构

Fig. 1摇 Structure of ESN

状态方程和输出方程分别如式(1) ~ (2)所示。
x(k +1) = f(Winu(k +1) +Wx(k) +Wbacky(k))

(1)
y(k +1) = fout(Wout(u(k +1),x(k +1),y(k)))

(2)
其中 u(k) = (u1 ( k)…uM ( k)) T沂RM,x( k) = ( x1

(k)…xN( k)) T沂RN,y( k) = ( y1 ( k)…yL ( k)) T沂
RL,分别表示 k 时刻的输入向量、状态向量和输出

向量。 Win沂RN 伊M, W沂RN 伊 N, Wback沂RN 伊 L分别表
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示输入、内部状态和反馈连接权值矩阵,这些权值在

初始 化 时 随 机 生 成 并 且 固 定 不 变。 Wout 沂
RL 伊 (N + L +M)表示输出连接权矩阵,需要通过网络训

练得到。 f(·) = ( f1 (·)…fN(·))表示神经元激活

函数一般选为 sigmoid 函数。 fout(·) = ( fout,1(·)…
fout,L(·))表示输出神经元函数,根据问题的复杂程

度不同,可以选为线性或非线性函数。
ESN 的训练过程就是根据输入、输出训练样本

对(u(k),y(k),k = 1,2…T)确定输出权值矩阵 Wout

的过程,可作如下描述。
1)对 Win、W、x(0)等参数进行初始化。
2)依次将教师信号(k = 0,1…T)分别送入输入

单元与输出单元,根据式(1) ~ (2)进行网络更新。
3)将每个时间下标的状态向量 x(k)作为单独

一行组成规模为(T - T0 + 1) 伊 (M + N + L)的状态

矩阵 B。 同样收集对应的(T - T0 + 1) 伊 L 教师信号

S,其中 T0为需要删除的开始不准确数据的个数。
4)输出权值矩阵 Wout由式(3)得到

Wout = B - 1S (3)
至此,ESN 的训练已经完成,对于训练好的 ESN,可

以通过新的输入值 u(k),利用式(1) ~ (2)得到对

应的输出预测值 y(k)。

2摇 回声状态网络的递推训练算法

2郾 1 算法推导

为了实现回声状态网络权值的递推训练,必须

推导出权值训练的递推公式。 考虑到 Wback可选择

(这里不考虑此部分),将回声状态网络更新方程

(1)代入输出方程(2)中得到 ESN 的综合方程(4)。
y(k +1) = fout(Wout[u(k + 1), f(Winu(k + 1) +

Wx(k)),y(k)]) (4)
设采样个数为 F,式(4)可用式(5)所示的矩阵

形式表达。 此表达式的构造为回声状态网络权值从

批量训练方法转变为递推训练方法提供了依据。
Y = Fout(QFWout) + E (5)

其中 Y沂RF 伊 L为输出神经元构成的输出矩阵,Fout为

输出神经元函数构成的矩阵,QF沂RF 伊 (M + N + L) 为由

当前时刻的输入状态以及上一时刻的输出所组成的

增广矩阵,可以用式(6)表示

摇 摇 QF =

qT(1)
qT(2)
左

qT(F

é
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(6)

E沂RF 伊 L为白噪声矩阵,而把回声状态网络所需要

训练的权值 Wout当作参数估计值如式(7)所示

Wout = [a1 a2…aM b1 b2…bN c1 c2…cL] T (7)
这样通过式(5) ~ (6)就推导出批量的最小二乘公

式,进而将推导中增广矩阵的 k 时刻与遗忘因子递

推最小二乘算法和 UKF 算法相结合就可以推导出

回声状态网络权值的递推训练算法。
2郾 2摇 基于 FFRLS 的 ESN 权值训练算法

本文将基于遗忘因子的最小二乘算法应用在回

声状态网络输出神经元为线性函数权值的递推训练

中,此时式(6)变为式(8)所示的形式。 其中 茁(0 <
茁 < 1)为衰减因子。 由于式(5)中输出函数为线性

函数,所以通过让式(9)所示的目标函数最小,就可

以推导出用于回声状态网络权值训练的遗忘因子递

推最小二乘算法,如式(10) ~ (12)所示。
QF = [茁F - 1qT(1)摇 茁F - 1qT(2) … qT(F)] T (8)

J(Wout ( k)) = 移
F

k = 1
[y(k) - qT(k)Wout(k)]2 =

移
F

k = 1
[e(k)] 2 (9)

W +
out(k) = W +

out ( k - 1) + K( k) [ y( k) - qT ( k)
W +

out(k - 1)] (10)
K(k) = P(k - 1)q(k)[qT(k)P(k - 1)q(k) +

滋 ] - 1 (11)
P(k) = (1 / 滋)[I - K(k)qT(k)]P(k - 1) (12)

其中,滋 = 茁2,0 < 滋 < 1, 滋 为遗忘因子。 对于递推过

程中所需的初值 P(0)和 W +
out (0),一般选为 P(0) =

琢I,W +
out (0) = 着,而 琢 为充分大的正实数 (104 ~

106),着为随机生成的实向量。
上述推导过程可以将基于遗忘因子最小二乘的

ESN 权值递推训练算法作如下概括。
1)对输入维数 M、状态池规模 N、输出向量维数

L、ESN 状态池谱半径 籽 以及 FFRLS 中初值 P(0)和
W +

out(0)等进行初始化。
2) 随机产生 ESN 的权值 Win和 W。
3)采集当前输入 u(k)和输出 y(k)。
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4)根据式(10) ~ (12)计算 K( k)、P( k)、W +
out

(k),进行 ESN 网络权值的训练。
5)k寅k + 1,返回 3),直到训练误差达到要求。

2郾 3摇 基于 UKF 的 ESN 权值训练算法

本文采用 UKF 算法对 ESN 权值进行训练。
UKF 是由 Julier 等根据卡尔曼滤波的基本原理,从
非线性均值和方差传播的角度提出的一种方法[4]。
该算法的核心思想和基础为 UT 变换,有关 UT 变换

的原理参见文献[5]。
为了实现 UKF 用于 ESN 权值的递推训练,首

先要构建合适的 UKF 状态空间表达式,进而将 ESN
的网络方程与所构造的状态空间表达式进行对照,
推导出用于 ESN 权值训练的递推算法。 不失一般

性,在这里将参数估计的动态系统状态空间表达为

式(13)和(14)所示的形式

Wout(k + 1) =Wout(k) + r(k) (13)
d(k) = G(qT(k),Wout(k)) + e(k) (14)

其中式(13)为卡尔曼滤波的状态方程,本文将 ESN
需要训练的输出连接权值 Wout作为待估计的状态。
式(14)为滤波器的输出观测方程,在此将其视为网

络的输出方程。 式(6)中的 qT(k)作为输入,将 ESN
输出神经元的非线性函数 fout 记为 G,而 r ( k)、
e(k)、d(k)分别为过程噪声、观测噪声和输出。

将利用 UKF 算法训练 ESN 权值的递推过程作

如下概括。
1)对 ESN 输入维数 M、状态池规模 N、输出向

量维数 L 以及递推所需量等进行初始化。
寛Wout(0) = E[Wout] (15)

PWout(0) = E [(Wout - 寛Wout ( 0 )) (Wout - 寛Wout

(0)) T] (16)
2) 时间更新和 sigma 点的计算如式 (17) ~

(21)所示

寛W夷
out(k) = 寛Wout(k - 1) (17)

P -
Wout(k) = PWout(k - 1) + Rr(k - 1) (18)

J1 ( k | k - 1 ) = [ 寛W夷
out ( k ), 寛W夷

out ( k ) +

(V + 姿1)P -
Wout(k) ,

寛W夷
out(k) - (V + 姿1)P -

Wout(k) ]

(19)
D(k | k - 1) =G(qT(k),J1(k | k - 1)) (20)

d̂(k) = 移
2V

i = 0
Wm

i Di(k | k - 1) (21)

3)根据式(22) ~ (26)进行测量更新

P d̂(k) d̂(k) = 移
2V

i = 0
Wc

i (Di(k | k - 1) - d̂(k))(Di(k |

k - 1) - d̂(k)) T + Re(k) (22)

PWout(k)d(k) = 移
2V

i = 0
Wc

i ( J1
i ( k | k - 1) - 寛W夷

out ( k))

(Di(k | k - 1) - d̂(k)) T (23)

资(k) = PWout(k)d(k)P
- 1
d̂(k) d̂(k) (24)

寛Wout(k) = 寛W夷
out(k) + 资(k)(d(k) - d̂(k)) (25)

PWout(k) = P -
Wout(k)

- 资(k)P d̂(k) d̂(k)资
T(k) (26)

其中 Rr为过程噪声协方差,Re为测量噪声协方差。
Wm为一阶统计特性权系数,也即均值的权系数。
Wc为二阶统计特性权系数,也即方差的权系数。

4)若满足要求则停止,否则返回 2)继续执行。

3摇 实验仿真结果

3郾 1摇 仿真对象

为了验证本文所提方法的有效性,将两种方法

分别应用于某 CSTR 浓度和温度的建模中,并与经

典的回声状态网络算法进行比较。
CSTR 物料平衡和能量平衡方程如式(27)
dcA
dt = q

V cA,f -
q
V cA - R

dcB
dt = q

V cB,f -
q
V cB - R

dcC
dt = - q

V cC + R

dT
dt = q

V (Tf - T) + - 驻H
籽Cp

R + UA
V籽Cp

(Tc,f - T)

R = KcAcB

K = k0 (exp -
E0 )

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï R忆T

(27)
式(27)中,R 为反应速率,cA、cB为反应物 A、B 的浓

度,cC是生成物的浓度,T 是反应温度,cA,f、cB,f分别

为反应物 A、B 的进料浓度,Tf是进料温度,Tc,f是冷

却剂温度。 其他过程参数的含义和数值参考文献

[6],其中除反应器体积、密度之外均为未知量。
为简化模型的状态空间表达,可选择 cA,f,cB,f,

Tf,Tc,f作为模型的输入变量 (操纵变量和扰动变

量),即 u = [cA,f 摇 cB,f 摇 Tf 摇 Tc,f] T。 但是在实际过

程中,一般进料流量 q 和进料温度 Tf都作为控制变

量引入,所以选择 q 和 Tf作为输入变量更符合实际
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工艺过程,即 u = [q Tf] T。 选择反应物浓度 cA、cB,
生成物浓度 cC,反应温度 T 为输出变量,即 y = [ cA
摇 cB 摇 cC 摇 T] T。 对于 FFRLS 算法为了训练方便以

及考虑到 cC及 T 更重要的实际情况,在训练时将采

用 4 个输出的加权平均相对误差作为训练停止的判

断标准。 此外为了试验的公平性,在利用经典 ESN
批量算法、FFRLS、UKF 递推算法训练回声状态网络

权值时,将 ESN 网络的相关参数设置为一致。 为了

定量的体现预测的性能,引入式(28)所示的平均相

对误差 E。

E = 1
S - 1 移

S

i = 1
( | y -

i - yi | / yi) (28)

其中,S 为样本个数,yi为实际观测值,y -
i 为预测输

出值。

图 3摇 浓度 cC泛化相对误差分布情况

Fig. 3摇 The distribution of the test of relative errors in the concentration cC

3郾 2摇 仿真结果及分析

为了充分说明所提方法的有效性,本文对以下

3 种情形进行了实验仿真。 情形 1:ESN 输出神经元

函数为线性函数情况;情形 2:ESN 输出神经元函数

为非线性函数并且其反函数可以求得的情况;情形

3:ESN 输出神经元函数为非线性函数并且其反函数

不可求得的情况。 这里仅给出了生成物浓度 c 的泛

化误差曲线和分布情况,如图 2 ~ 3 所示。

图 2摇 浓度 cC的泛化相对误差

Fig. 2摇 Tests of relative errors in the concentration cC
从图 2 ~ 3 中可以看出与传统的 ESN 训练方法

相比 FFRLS 方法泛化精度有明显提高;对于传统的

训练方法,情形 1 和情形 2 的泛化平均相对误差相

差不多;对于情形 3 传统的 ESN 训练方法和 FFRLS
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无法解决,而 UKF 训练方法可得到一个不错的结

果。 究其原因在于 FFRLS 算法是一种递推的训练

算法,其可防止数据饱和,而 ESN 是一种批量训练

方法,其对新老数据不加区分同样对待,并且通过线

性求解,所以 FFRLS 的训练精度更高。 传统的训练

方法,情形 1 和情形 2 的泛化平均相对误差相差不

多,说明针对本文的这个对象,情形 1 可以比较充分

的体现对象的动态特性,所以即使输出神经元为非

线性函数对网络的改善作用也不是很明显。 UKF
算法其需要设置的参数比较多,且其需根据不同对

象选择合适值,可能由于参数设置不恰当造成误差

相对较大,但是泛化误差在可接受范围内。

4摇 结束语

本文在对 ESN、FFRLS、UKF 分析的基础上提出

了两种不同的 ESN 权值递推训练的算法。 FFRLS
算法不但避免了繁琐的矩阵求逆过程,而且提高了

运算速度、精度以及实现了在线训练。 而 UKF 算法

解决了传统 ESN 训练方法不能解决的一些问题。
仿真结果也证明了所提方法的有效性。 此外,所提

方法还为充分利用系统先验知识,构建结构逼近的

系统模型提供条件,有关研究正在进行中。
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A recursive training algorithm for echo state networks (ESN)

LEI XiaoYi摇 CAO LiuLin摇 YU Jin
(College of Information Science and Technology, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: Two new recursive algorithms are proposed in the light of the problems of the irreversibility of the high
dimensional matrix, and the inability to apply online training, associated with a traditional echo state network
(ESN). We put forward a forgetting factor recursive least square (FFRLS) algorithm and an unscented Kalman fil鄄
ter (UKF) algorithm for the training of the connecting weights in association with the linear and nonlinear output
neuron functions, which can directly and recursively update the output connecting weights. The proposed methods
have the advantages of higher precision and can be updated online and, in addition, can solve problems associated
with the traditional echo state network training methods, such as the batch data based matrix inversion being diffi鄄
cult to perform, and the inability to solve the inverse of the nonlinear output function. Simulations of the concentra鄄
tion and temperature in a continuous stirred tank reactor (CSTR) demonstrate the viability and effectiveness of our
proposed methods.
Key words: echo state network(ESN); forgetting factor recursive least square(FFRLS); unscented Kalman filter

(UKF)
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