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摘　要：给出了一类管状图的 Ｔｕｔｔｅ多项式的一个算法，这类图的形状与碳纳米管类似。找到了这类图在删除—限

制算法中的基图，用基图的 Ｔｕｔｔｅ多项式给出了管状图的 Ｔｕｔｔｅ多项式的递推公式，用 Ｍａｐｌｅ实现了管状图的 Ｔｕｔｔｅ

多项式的计算。
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引　言

Ｔｕｔｔｅ多项式是关于图的多项式，它是由 Ｔｕｔｔｅ
在１９５４建立 。早期时，Ｔｕｔｔｅ称它为双变量多项式，
后来人们称它为图 Ｇ的 Ｔｕｔｔｅ多项式。

Ｔｕｔｔｅ多项式包含图的很多信息［１－３］
。例如，若

变量（ｘ，ｙ）取一些固定的值［１－２］
，可以得到生成树的

个数、森林的个数、连通生成子图的个数等等。通过

对（ｘ，ｙ）的替换还可得到图 Ｇ的着色多项式，流多
项式，可靠性多项式等等。除了图论，Ｔｕｔｔｅ多项式
还应用于拟阵论、统计力学、网络技术等。

然而，一般情况下，Ｔｕｔｔｅ多项式的计算是非常
困难的。目前，已经计算出圈，重边，完全图

［４］
，ｎ秩

轮图
［５］
的 Ｔｕｔｔｅ多项式，文献［６］研究了两类递归集

合图的 Ｔｕｔｔｅ多项式。作为着色多项式的深入研究，
文献［７］研究了双着色多项式。

本文研究了一类碳纳米管状图的 Ｔｕｔｔｅ多项式。

１　Ｔｕｔｔｅ多项式

图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），其中 Ｖ＝｛ｖ１，…，ｖｎ｝称为顶点

集，Ｅ＝｛ｅ＝（ｖｉ，ｖｊ）｜ｖｉ，ｖｊ∈Ｖ｝叫边集。ｅ１，…，ｅｋ是
图 Ｇ中边的集合，其中 ｅｉ＝（ｖｉ，ｗｉ），１≤ｉ≤ｋ，如果
１≤ｉ≤ｋ－１时，ｗｉ＝ｖｉ＋１，ｗｋ＝ｖ１，且当 ｉ≠ｊ时，ｖｉ≠ｖｊ，
此时称图 Ｇ边的集合 ｅ１，…，ｅｋ为１个圈。１个边的

圈称为环。｛Ｖ１，Ｖ２｝为顶点集合 Ｖ的 １个划分，集
合 Ｃ是由边集构成的集合，这些边的 １个顶点在 Ｖ１
中，另１个顶点在 Ｖ２中，这时，称集合 Ｃ为割。１个
边的割称为桥。图 Ｇ和 Ｈ是 ２个给定的图，ｕ为图
Ｇ中的顶点，ｖ为图 Ｈ中的顶点，当将顶点 ｕ和 ｖ等
同于相同的顶点 ω时组成１个新图 ＧＨ，称图 ＧＨ为
图 Ｇ与 Ｈ的一点连。

定义１　设 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是图，则图 Ｇ的 Ｔｕｔｔｅ多
项式为

（１）（删除—收缩）若 ｅ不是环，也不是桥，则
Ｔ（Ｇ；ｘ，ｙ）＝Ｔ（Ｇ－ｅ；ｘ，ｙ）＋Ｔ（Ｇ／ｅ；ｘ，ｙ）
（２）Ｔ（Ｉ；ｘ，ｙ）＝ｘ，Ｔ（Ｌ；ｘ，ｙ）＝ｙ，其中 Ｉ为只有

１条边的桥，Ｌ为１个环。
Ｔｕｔｔｅ多项式有许多有趣的性质，这里介绍其中

的１个。
性质１　Ｇ和 Ｈ为给定的 ２个图，Ｇ∪Ｈ表示 ２

个图的并；ＧＨ表示２个图的１点连，那么
Ｔ（Ｇ∪Ｈ）＝Ｔ（Ｇ）Ｔ（Ｈ）
Ｔ（ＧＨ）＝Ｔ（Ｇ）Ｔ（Ｈ）

２　碳纳米管状图

碳纳米管的结构图是一类很精美的数学意义上

的图。顶点就是碳原子，原子间的键可看成是图的

边，用 ｔ种颜色给碳纳米管的顶点着色是本文感兴
趣的问题。但本文更感兴趣计算 Ｔｕｔｔｅ多项式，因为
由 Ｔｕｔｔｅ多项式可以得到着色多项式。

本文之所以研究这类图，最开始的动机是想研

究碳纳米管状图的顶点着色问题，进而研究它的

Ｔｕｔｔｅ多项式。但由于计算的复杂度和时间问题，进
一步的工作尚待以后进一步探讨。
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２１　碳纳米管状图转化为平面图
为了研究由六边形构成的管状图的 Ｔｕｔｔｅ多项

式，本文沿着该管状图竖直方向的一条线将其分开，

分开后的 Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４可参见图１，其中实心小圈点
代表图的顶点，黑线代表顶点之间的边，两条虚线表

示该图沿这两条线是连接的。如图１（ｃ）所示，分别
在两条虚线上的顶点 ｖ１，ｖ１和 ｖ２，ｖ２以及边 ｅ，ｅ分别
表示同一个顶点或边。

图 １　沿着竖直方向的一条线将管状图分开

Ｆｉｇ．１　Ｓｅｐａｒａｔｅｔｕｂｅｇｒａｐｈｓａｌｏｎｇｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

从管的一个顶点出发，沿着非竖直方向移动，从

每一个顶点出发都能回到原来的出发顶点，且经过

的顶点数均为６，即为６个顶点的圈，称这 ６个顶点
的圈为横向圈；连接横向圈之间的边称为竖边。如

图１（ｃ）所示，沿着左边虚线上顶点 ｖ１沿非竖直方

向向右移动回到右边虚线的顶点 ｖ１时恰好经过一

个６个顶点的圈，它就是一个过顶点 ｖ１的横向圈，

类似方法可得到一个过顶点 ｖ２的横向圈。竖直方

向连接顶点 ｖ１，ｖ２的边 ｅ就是一条竖边，它连接过顶

点 ｖ１的横向圈和过顶点 ｖ２的横向圈。

显然管状图是由横向圈和竖边所构成。记 Ａｎ
为由 ｎ＋１个横向圈和３ｎ个竖边所构成的图。每两
个相邻的横向圈之间均有 ３个对称的竖边相连，从
最里层开始每增加一个横向圈它的竖边转换一次顶

点。其实，一个管状图是一个平面图，画在平面上的

管状图 Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４可参见图 ２。为方便起见，记

Ａ０为一个有６个顶点的圈。

图 ２　碳纳米管状图转化为平面图

Ｆｉｇ．２　Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｃａｒｂｏｎｎａｎｏｔｕｂｅｌｉｋｅｇｒａｐｈｓ

ｔｏｐｌａｎｅｇｒａｐｈｓ

２２　为管状图最外层两个横向圈的一些顶点排序
本文给图 Ａｎ的横向圈上的顶点１个序。首先，

定义最外层横向圈上顶点度为２的顶点的序。为方
便起见，不妨先选定 １个度为 ２的顶点将它的顶点
序记为１，按顺时针方向旋转，每遇到 １个度为 ２的
顶点，就把它的序记为上 １个序号加 １。这样就得
到图 Ａｎ最外层的横向圈顶点度为 ２的顶点 １个顺
序。其次，为次外层的横向圈与最外层横向圈有公

共竖边的顶点排序。先选定１个与最外层横向圈有
公共竖边的顶点将它的顶点序记为 １，按顺时针方
向旋转，每遇到１个与最外层横向圈有公共竖边的
顶点，就把它的序记为上 １个序号加 １。如图 ２（ｄ）
所示，分别得到图 Ａ４上最外层横向圈度为 ２的顶点
和次外层与最外层横向圈有公共竖边的顶点的序。

２３　在管状图的基础上引进一些新图
为了后面的方便，本文引进一个新的集合的概

念，这些集合是对图 Ａｎ最外层横向圈度为２的顶点

上增加边，记为Ｐ
ｉ
（ｉ，ｉ＋ｊ）ｋＡｎ，这里的 ｋ表示在顶点

ｉ，ｉ＋ｊ上增加 ｋ个边，当 ｋ＝１时，简记为 Ｐ
ｉ
（ｉ，ｉ＋ｊ）

Ａｎ。当 ｉ＋ｊ≤ｎ时，它表示在图 Ａｎ上将顶点序为 ｉ，

ｉ＋ｊ的顶点连接，增加图的 ｋ条新边；当 ｉ＋ｊ＞ｎ时，

它表示在图 Ａｎ上将顶点序为 ｉ，ｉ＋ｊ－ｎ的顶点连

接，增加图的 ｋ条新边。图 Ｐ（１，２）Ａ４，Ｐ（１，２）
２Ａ４，

Ｐ
３

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａ４如图３所示。
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图 ３　在碳纳米管状图的基础上引进一些新图

Ｆｉｇ．３　Ｎｅｗｇｒａｐｈｓｏｂｔａｉｎｅｄｏｎｔｈｅｂａｓｉｓｏｆｃａｒｂｏｎ

ｎａｎｏｔｕｂｅｌｉｋｅｇｒａｐｈｓ

３　碳纳米管状图的 Ｔｕｔｔｅ多项式

图 Ａｎ如图４所示，为了计算的方便，在计算图

Ａｎ的 Ｔｕｔｔｅ多项式之前，先给图 Ａｎ最外层的横向圈

图 ４　图 Ａｎ
Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｇｒａｐｈｏｆＡｎ

及竖边中的所有边一个序。首先，任意选定 １个最
外层的竖边记为 ｅ１；按顺时针方向每遇到最外层的
１个竖边都将原来边的序号加 １；这样就有了图 Ａｎ
最外层竖边的边的序。接下来，为图 Ａｎ最外层的横
向圈的边一个序。选定边 ｅ１顺时针方向的第 １个
边为 ｅ４，在该横向圈上按顺时针方向转动，每遇到 １
个边就将原来的边的序号加 １，这样就得到了管状

图 Ａｎ的最外层横向圈及竖边边的 １个序。如图 ４
所示得到图 Ａｎ最外层竖边及横向圈的１个序。

本文主要用删除 －限制法则来计算 Ａｎ的 Ｔｕｔｔｅ
多项式，发现了几类基本图形（称为基图），并用这

些基本图形的 Ｔｕｔｔｅ多项式可以得出 Ａｎ的 Ｔｕｔｔｅ多
项式的递推公式，再用计算机辅助可以给出 Ａｎ的
Ｔｕｔｔｅ多项式的表达式。

定理２１
当 ｎ＝０时
Ｔ（Ａ０）＝Ｔ（Ｍ６）＝ｘ

５＋ｘ４＋ｘ３＋ｘ２＋ｘ＋ｙ
当 ｎ≥１时，图 Ａｎ的 Ｔｕｔｔｅ多项式的基图为

Ａｎ－１，Ｐ（１，２）Ａｎ－１，Ｐ（１，２）
２Ａｎ－１，Ｐ

２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ－１，

Ｐ
３

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ－１，且

Ｔ（Ａｎ）＝（ｘ
６＋３ｘ５＋６ｘ４＋７ｘ３＋６ｘ２＋ｘｙ＋２ｘ＋

２ｙ）Ｔ（Ａｎ－１） ＋（３ｘ
３＋６ｘ２＋６ｘ）Ｔ（Ｐ（１，２）Ａｎ－１）＋

３Ｔ（Ｐ（１，２）２Ａｎ－１）＋３ (ｘＴ Ｐ
２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ )－１ ＋ (Ｔ Ｐ

３

ｉ＝１

（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ )－１

以下的４个定理主要是计算定理２１中的几个
基图的 Ｔｕｔｔｅ多项式的递推公式的。

图 Ｐ（１，２）Ａｎ如图５所示，此时将连接顶点 １，２
的边记为 ｅ１０，这样就得到了图 Ｐ（１，２）Ａｎ最外层横
向圈，竖边及连接顶点１，２边的一个序。

图 ５　图 Ｐ（１，２）Ａｎ
Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｇｒａｐｈｏｆＰ（１，２）Ａｎ

定理２２
当 ｎ＝０时
Ｔ（Ｐ（１，２）Ａ０）＝ｘ

５＋２ｘ４＋ｘ３ｙ＋２ｘ３＋ｘ２ｙ＋２ｘ２＋

２ｘｙ＋ｙ２＋ｘ＋ｙ
当 ｎ≥１时，图 Ｐ（１，２）Ａｎ的 Ｔｕｔｔｅ多项式的基

图为 Ａｎ，Ａｎ－１，Ｐ（１，２）Ａｎ－１，Ｐ（１，２）
２Ａｎ－１，Ｐ

２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋

１）Ａｎ－１，Ｐ
３

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ－１，且
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Ｔ（Ｐ（１，２）Ａｎ）＝Ｔ（Ａｎ）＋（ｘ
５＋ｘ４ｙ＋３ｘ４＋３ｘ３ｙ＋

６ｘ３＋５ｘ２ｙ＋ｘｙ２＋５ｘ２＋４ｘｙ＋２ｙ２＋２ｘ＋２ｙ）Ｔ（Ａｎ－１）＋

（２ｘ２ｙ＋４ｘ２＋４ｘｙ＋４ｘ）Ｔ（Ｐ（１，２）Ａｎ－１）＋（ｘ＋３ｙ＋

３）Ｔ（Ｐ（１，２）２Ａｎ－１）＋ｘ（ｙ＋１） (Ｔ Ｐ
２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ )－１ ＋

（ｙ＋１） (Ｔ Ｐ
３

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ )－１

图 Ｐ（１，２）２Ａｎ如图 ６所示，它是在图 Ａｎ的基
础上载顶点１，２上增加了两个边，其他的序与图 Ａｎ
的排序方法一样，分别将这两条边记为 ｅ１０，ｅ１１。

图 ６　图 Ｐ（１，２）２Ａｎ

Ｆｉｇ．６　ＴｈｅｇｒａｐｈｏｆＰ（１，２）２Ａｎ

定理２３
当 ｎ＝０时
Ｔ（Ｐ（１，２）２Ａ０）＝ｘ

５＋ｘ４ｙ＋ｘ３ｙ２＋２ｘ４＋２ｘ３ｙ＋

ｘ２ｙ２＋２ｘ３＋２ｘ２ｙ＋２ｘｙ２＋ｙ３＋２ｘ２＋２ｘｙ＋ｙ２＋ｘ＋ｙ

当 ｎ≥１时，图 Ｐ（１，２）２Ａｎ的 Ｔｕｔｔｅ多项式的基

图为 Ａｎ，Ｐ（１，２）Ａｎ，且

Ｔ（Ｐ（１，２）２Ａｎ）＝（ｙ＋１）Ｔ（Ｐ（１，２）Ａｎ）－ｙＴ

（Ａｎ）

图 ７　图 Ｐ
２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ

Ｆｉｇ．７　ＴｈｅｇｒａｐｈｏｆＰ
２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ

图 Ｐ
２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ如图 ７所示，它是在图 Ａｎ的

基础上在顶点１，２及 ２，３增加了两条边，其他的序

与图 Ａｎ的排序方法一样，从而只需对增加的两个边
一个序号即可，分别将这两条边记为 ｅ１０，ｅ１１。

定理２４
当 ｎ＝０时

(Ｔ Ｐ
２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａ )０ ＝ｘ５＋３ｘ４＋２ｘ３ｙ＋４ｘ３＋５ｘ２ｙ＋

３ｘｙ２＋ｙ３＋３ｘ２＋４ｘｙ＋２ｙ２＋ｙ＋ｘ

当 ｎ≥１时，图 Ｐ
２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ的 Ｔｕｔｔｅ多项式的

基图为 Ａｎ，Ｐ（１，２）Ａｎ，Ａｎ－１，Ｐ（１，２）Ａｎ－１，Ｐ
２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋

１）Ａｎ－１，且

(Ｔ Ｐ
２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａ )ｎ ＝２Ｔ（Ｐ（１，２）Ａｎ）－Ｔ（Ａｎ）＋

（３ｘ＋１）（ｙ＋１）２Ｔ（Ｐ（１，２）Ａｎ－１）＋（ｘ
４ ＋２ｘ３ｙ＋

２ｘ３＋ｘ２ｙ２＋５ｘ２ｙ＋ｘｙ２ ＋３ｘ２ ＋２ｘｙ＋ｘ）Ｔ（Ａｎ－１）＋

（ｙ＋１）３ (Ｔ Ｐ
２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ )－１

图 Ｐ
３

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ如图 ８所示，它是在图 Ａｎ的

基础上在顶点１，２，３的任意两个顶点之间增加 １个
变，共增加离 ３个边，其他的序与图 Ａｎ的排序方法
一样，从而只需对增加的３个边１个序号即可，分别
将这３条边记为 ｅ１０，ｅ１１，ｅ１２。

图 ８　图 Ｐ
３

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ

Ｆｉｇ．８　ＴｈｅｇｒａｐｈｏｆＰ
３

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ

定理２５
当 ｎ＝０时

(Ｔ Ｐ
３

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａ )０ ＝ｘ５＋４ｘ４＋４ｘ３ｙ＋２ｘ２ｙ２＋

３ｘｙ３＋ｙ４＋５ｘ３＋８ｘ２ｙ＋６ｘｙ２＋２ｙ３＋４ｘ２＋６ｘｙ＋４ｙ２＋
２ｘ＋２ｙ

当 ｎ≥１时图 Ｐ
３

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ的 Ｔｕｔｔｅ多项式的
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基图为 Ａｎ，Ｐ（１，２）Ａｎ，Ｐ
２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａｎ，且

(Ｔ Ｐ
３

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａ )ｎ ＝（２＋ｙ） (Ｔ Ｐ

２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）Ａ )ｎ －

（２ｙ＋１）Ｔ（Ｐ（１，２）Ａｎ）＋ｙＴ（Ａｎ）

４　用Ｍａｐｌｅ计算管状图的Ｔｕｔｔｅ多项式

对于任意的 ｎ≥１，Ｍａｐｌｅ程序 Ｔｕｔｔｅ用来计算图
Ａｎ的 Ｔｕｔｔｅ多项式。

ｎ：＝３：
Ａ：＝ａｒｒａｙ［１．．ｎ］：
Ｂ：＝ａｒｒａｙ［１．．ｎ］：
Ｃ：＝ａｒｒａｙ［１．．ｎ］：
Ｅ：＝ａｒｒａｙ［１．．ｎ］：
Ｆ：＝ａｒｒａｙ［１．．ｎ］：
Ａ［１］：＝ｘ５＋ｘ４＋ｘ３＋ｘ２＋ｘ＋ｙ：
Ｂ［１］：＝ｘ５＋２ｘ４＋ｘ３ｙ＋２ｘ３＋ｘ２ｙ＋２ｘ２＋２ｘｙ＋

ｙ２＋ｘ＋ｙ：
Ｃ［１］：＝ｘ５＋ｘ４ｙ＋ｘ３ｙ２＋２ｘ４＋２ｘ３ｙ＋ｘ２ｙ２＋２ｘ３＋

２ｘ２ｙ＋２ｘｙ２＋ｙ３＋２ｘ２＋２ｘｙ＋ｙ２＋ｘ＋ｙ
Ｅ［１］：＝ｘ５＋３ｘ４＋２ｘ３ｙ＋４ｘ３＋５ｘ２ｙ＋３ｘｙ２＋ｙ３＋

３ｘ２＋４ｘｙ＋２ｙ２＋ｘ＋ｙ：
Ｆ［１］：＝ｘ５＋４ｘ４＋４ｘ３ｙ＋３ｘ２ｙ２＋３ｘｙ３＋ｙ４＋６ｘ３＋

９ｘ２ｙ＋６ｘｙ２＋２ｙ３＋４ｘ２＋６ｘｙ＋３ｙ２＋ｘ＋ｙ
ｆｏｒｉｆｒｏｍ２ｔｏｎｄｏ
Ａ［ｉ］：＝（ｘ６＋３ｘ５＋６ｘ４＋７ｘ３＋６ｘ２＋ｘｙ＋２ｘ＋

２ｙ）Ａ［ｉ－１］＋（３ｘ３＋６ｘ２＋６ｘ）Ｂ［ｉ－１］＋３Ｃ［ｉ－１］＋
３ｘＥ［ｉ－１］＋Ｆ［ｉ－１］：

Ｂ［ｉ］：＝Ａ［ｉ］＋（ｘ５＋ｘ４ｙ＋３ｘ４＋３ｘ３ｙ＋６ｘ３＋
５ｘ２ｙ＋ｘｙ２ ＋５ｘ２ ＋４ｘｙ＋２ｙ２ ＋２ｘ＋２ｙ）Ｔ（Ａｎ－１）＋

（２ｘ２ｙ＋４ｘ２＋４ｘｙ＋４ｘ）Ｂ［ｉ－１］＋（ｘ＋３ｙ＋３）Ｃ［ｉ－
１］＋ｘ（ｙ＋１）Ｅ［ｉ－１］＋（ｙ＋１）Ｆ［ｉ－１］：

Ｃ［ｉ］：＝（ｙ＋１）Ｂ［ｉ］－ｙＡ［ｉ］：
Ｅ［ｉ］：＝２Ｔ（Ｐ（１，２）Ａｎ）－Ｔ（Ａｎ）＋（ｘ

４＋３ｘ３ｙ＋

３ｘ２ｙ２＋ｘｙ３ ＋２ｘ３ ＋６ｘ２ｙ＋３ｘｙ２ ＋３ｘ２ ＋３ｘｙ＋ｘ）Ｔ
（Ａｎ－１）＋（３ｘｙ

２＋ｙ３＋６ｘｙ＋３ｙ２＋３ｘ＋３ｙ＋１）Ｔ（Ｐ

（１，２）Ａｎ－１）＋（ｙ
３ ＋３ｙ２ ＋３ｙ＋１） (Ｔ Ｐ

２

ｉ＝１
（ｉ，ｉ＋１）

Ａｎ )－１

Ｆ［ｉ］：＝（２＋ｙ）Ｅ［ｉ］－（２ｙ＋１）Ｂ［ｉ］＋ｙＡ［ｉ］：
ｅｎｄｄｏ；
ｓｏｒｔ（ｅｘｐａｎｄ（Ａ［ｎ］））；
如表１所示，应用 Ｍａｐｌｅ程序得到 ｎ＝０，１，２时

图 Ａｎ的 Ｔｕｔｔｅ多项式。

由 χ（Ｇ；ｘ）＝（－１）ｒ（Ｅ）ｘκ（Ｇ）Ｔ（Ｇ；１－Ｘ，０）［２］

得到图的着色多项式。如表 ２所示，ｎ＝０，１，２时图
Ａｎ的着色多项式。

表 １　ｎ＝０，１，２时图 Ａｎ的 Ｔｕｔｔｅ多项式

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅＴｕｔｔｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆｔｈｅｇｒａｐｈＡｎ
ｆｏｒｎ＝０，１，２

图 Ｔｕｔｔｅ多项式

Ａ０ ｘ５＋ｘ４＋ｘ３＋ｘ２＋ｘ＋ｙ

Ａ１

ｘ１１＋４ｘ１０＋１０ｘ９＋２０ｘ８ ＋３５ｘ７ ＋５ｘ６ｙ＋５１ｘ６ ＋１５ｘ５ｙ＋

６４ｘ５＋３６ｘ４ｙ＋６ｘ３ｙ２ ＋６４ｘ４ ＋５６ｘ３ｙ＋２１ｘ２ｙ２ ＋６ｘｙ３ ＋

ｙ４＋４７ｘ３＋５４ｘ２ｙ＋２５ｘｙ２＋５ｙ３＋２１ｘ２＋２５ｘｙ＋８ｙ２＋４ｘ＋

４ｙ

Ａ２

ｘ１７＋７ｘ１６ ＋２８ｘ１５ ＋８４ｘ１４ ＋２１０ｘ１３ ＋９ｘ１２ｙ＋４５３ｘ１２ ＋

５４ｘ１１ｙ＋８６１ｘ１１＋２０１ｘ１０ｙ＋１２ｘ９ｙ２＋１４５２ｘ１０＋５５２ｘ９ｙ＋

８４ｘ８ｙ２＋１２ｘ７ｙ３＋２ｘ６ｙ４＋２１７５ｘ９＋１１９７ｘ８ｙ＋２９４ｘ７ｙ２＋

５５ｘ６ｙ３＋６ｘ５ｙ４＋２８８４ｘ８＋２１１８ｘ７ｙ＋７１１ｘ６ｙ２＋１６８ｘ５ｙ３＋

３６ｘ４ｙ４＋６ｘ３ｙ５ ＋ ３３６７ｘ７ ＋ ３１４８ｘ６ｙ ＋ １３８３ｘ５ｙ２ ＋

４２６ｘ４ｙ３＋１０４ｘ３ｙ４ ＋２１ｘ２ｙ５ ＋６ｘｙ６ ＋ｙ７ ＋３４０５ｘ６ ＋

３８８８ｘ５ｙ＋２１０１ｘ４ｙ２＋７７２ｘ３ｙ３＋２３７ｘ２ｙ４＋６８ｘｙ５＋１１ｙ６＋

２８９５ｘ５＋３８６８ｘ４ｙ＋２４３８ｘ３ｙ２ ＋１０２７ｘ２ｙ３ ＋３１７ｘｙ４ ＋

５２ｙ５＋１９６９ｘ４＋２９１０ｘ３ｙ＋１９２３ｘ２ｙ２ ＋７３２ｘｙ３ ＋１３３ｙ４ ＋

９８２ｘ３ ＋１４６４ｘ２ｙ＋８３７ｘｙ２ ＋１９１ｙ３ ＋３０８ｘ２ ＋４０８ｘｙ＋

１４４ｙ２＋４４ｘ＋４４ｙ

表 ２　ｎ＝０，１，２时图 Ａｎ的着色多项式

Ｔａｂｌｅ２　ＴｈｅｃｈｒｏｍａｔｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆｔｈｅｇｒａｐｈＡｎｆｏｒ

ｎ＝０，１，２

图 着色多项式

Ａ０
ｘ（ｘ－１）５－ｘ（ｘ－１）４＋ｘ（ｘ－１）３－ｘ（ｘ－１）２＋ｘ（ｘ－

１）

Ａ１

ｘ（ｘ－１）１１－４ｘ（ｘ－１）１０＋１０ｘ（ｘ－１）９－２０ｘ（ｘ－１）８＋

３５ｘ（ｘ－１）７－５１ｘ（ｘ－１）６＋６４ｘ（ｘ－１）５－６４ｘ（ｘ－１）４＋

４７ｘ（ｘ－１）３－２１ｘ（ｘ－１）２＋４ｘ（ｘ－１）

Ａ２

ｘ（ｘ－１）１７－７ｘ（ｘ－１）１６＋２８ｘ（ｘ－１）１５－８４ｘ（ｘ－１）１４＋

２１０ｘ（ｘ－１）１３ －４５３ｘ（ｘ－１）１２ ＋８６１ｘ（ｘ－１）１１ －

１４５２ｘ（ｘ－１）１０ ＋２１７５ｘ（ｘ－１）９ －２８８４ｘ（ｘ－１）８ ＋

３３６７ｘ（ｘ－１）７ －３４０５ｘ（ｘ－１）６ ＋２８９５ｘ（ｘ－１）５ －

１９６９ｘ（ｘ－１）４＋９８２ｘ（ｘ－１）３－３０８ｘ（ｘ－１）２＋４４ｘ（ｘ－

１）
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