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摘　要：求给定无向图的最小弱顶点覆盖是一个 ＮＰ困难问题，只能通过研究此问题的近似算法来求解。本文从

基本圈出发，定义了一个次模函数，利用次模函数理论来得到一个最小弱顶点覆盖问题的近似解，且近似度为 １＋

ｌｎ（ｄ－１），其中 ｄ为图的顶点最大度。
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引　言

随着 Ｉｎｔｅｒｎｅｔ应用的增长，网管系统越来越注
重于应用服务的管理，网络流量监测需要更大的数

据量和更高的数据采集频率。因此，为了优化网络

性能，设置高效合理的流量监测系统就成了重要的

研究课题
［１－４］
。已有的研究中一般将网络流量监测

问题转化为求给定无向图中的最小弱顶点覆盖问

题。但求解最小弱顶点覆盖是一个 ＮＰ困难问
题
［１，５］
，只能通过近似算法求解。国内外学者对此

问题已进行了深入研究
［３－７］
，文献［３］提出了 ３个计

算最小弱顶点覆盖的近似算法，并使用模拟数据加

以比较。文献［４］在文献［３］的基础上，从图论角度
提出了一个近似度为 ２（ｌｎｄ＋１）的弱化的贪婪算
法，其中 ｄ为图的顶点最大度。文献［５］根据有关
环路空间的性质，得到了一个近似度为 ｌｎｄ＋１的贪
婪算法。

本文从新的角度出发，应用次模函数理论得到

最小弱顶点覆盖问题的一个近似解，且近似度为１＋
ｌｎ（ｄ－１）。

１　弱顶点覆盖及相关引理

定义１（弱顶点覆盖）［４］　假定无向图 Ｇ＝（Ｖ，
Ｅ）满足对任意 ｖ∈Ｖ有 ｄ（ｖ）≥２，称 ＷＶ是图 Ｇ的
弱顶点覆盖集，当且仅当执行以下操作能使 Ｅ中所

有边可以被标记。

（１）标记所有与 Ｗ中顶点相关联的边；
（２）若某个顶点 ｖ的 ｄ（ｖ）－１条相关联的边已

被标记，则标记剩下的那条相关联的边；

（３）重复第（２）步，直到不能再标记新的边为
止。

若每个顶点 ｖ都有一个权重 ｃ（ｖ），则最小弱顶
点覆盖问题是寻找一个权重和最小的弱顶点覆盖

集。

定义２（基本圈）［８］　设 Ｔ是图 Ｇ的一个极大
森林（边数达到最大），则对于每一条不在 Ｔ上的边
ｅ，Ｔ∪｛ｅ｝中都有唯一的一个圈与之相应，称这个圈
为关于 Ｔ的一个基本圈。

引理１［４］　假定无向图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）满足对任意
ｖ∈Ｖ有 ｄ（ｖ）≥２，则 ＳＶ是图 Ｇ的弱顶点覆盖集，
当且仅当 Ｇ′＝（Ｖ′，Ｅ′）是森林，其中 Ｖ′＝Ｖ－Ｓ。

引理２［５］　令 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），其中 ｜Ｖ｜为顶点个
数，｜Ｅ｜为边数，ｐ为其连通分支个数。令 Ｊ＝（Ｖ，Ｔ）
为图 Ｇ的极大森林，对 ｕ∈Ｔ，记 μｕ为 Ｔ＋｛ｕ｝上的
唯一圈，当 ｕ历经 Ｔ的所有边时，形成图 Ｇ的圈空
间的一个基｛μｕ｝，其维数为图 Ｇ中基本圈的个数等
于｜Ｅ｜－｜Ｖ｜＋ｐ。

２　次模函数

定义３（次模函数）　考虑有限集合 Ｅ和定义在
其幂集２Ｅ的一个实函数 ｆ，称 ｆ是次模函数当且仅
当对于任意集合 ＸＥ，ＹＥ满足

ｆ（Ｘ）＋ｆ（Ｙ）≥ｆ（Ｘ∩Ｙ）＋ｆ（Ｘ∪Ｙ） （１）
记 ΔＤｆ（Ｚ）＝ｆ（Ｚ∪Ｄ）－ｆ（Ｚ），其中 Ｚ、Ｄ为 Ｅ

的任意子集。此时式（１）可表示为
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ΔＤｆ（Ｘ∩Ｙ）≥ΔＤｆ（Ｙ）
其中 Ｄ＝Ｘ＼Ｙ，当 Ｄ为集合｛ｘ｝时，把Δ｛ｘ｝ｆ（Ｚ）简单
记为 Δｘｆ（Ｚ）。

这里举一个次模函数的例子。对 Ｅ的任意两
个子集 Ｘ、Ｙ，定义 ｆ为集合的元素个数，即集合的
势。则有｜Ｘ｜＋｜Ｙ｜＝｜Ｘ∩Ｙ｜＋｜Ｘ∪Ｙ｜，这说明集
合的势是一个次模函数。显然该例中等号恒成立，

称这样的 ｆ为模函数。
对于函数 ｆ：２Ｅ→Ｒ，当 ＸＹ时，有 ｆ（Ｘ）≤

ｆ（Ｙ），则称 ｆ是单调递增的。
考虑定义在２Ｅ上的次模函数 ｆ，记 Ωｆ＝｛Ｚ｜Δｘｆ

（Ｚ）＝０，ｘ∈Ｅ｝。下面对于单调递增的次模函数，
给出一个常用的贪婪算法。

令 ｃ是定义在 Ｅ上的非负费用函数，记 ｃ（Ｘ）＝

∑
ｘ∈Ｘ
ｃ（ｘ），考虑最小化问题

ｍｉｎ ｃ（Ｘ）
ｓ．ｔ． Ｘ∈Ωｊ

这个最小化问题是许多问题的一般形式，可由贪婪

算法求解。

贪婪算法１
（１）输入次模函数 ｆ和费用函数 ｃ。
（２）Ｘ←。
（３）若存在 ｘ∈Ｅ使得 Δｘｆ（Ｘ）＞０，则转步骤

（４）；否则转步骤（５）。

（４）选择一点 ｘ使得
Δｘｆ（Ｘ）
ｃ（ｘ）

最大，转步骤（２）。

（５）Ｘ←Ｘ∪｛ｘ｝。
（６）输出 Ｘ。
定理１［９］　ｆ为单调递增的次模整数函数，针对

上述最小化问题设计的贪婪算法的近似比为Ｈ（γ），

其中 γ＝ｍａｘｘ∈ＥΔｘｆ（），Ｈ（γ）＝∑
γ

ｉ＝１

１
ｉ
为调和函

数。

３　利用次模函数理论求解弱顶点覆盖

考虑无向图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），其中 Ｖ为图 Ｇ的顶点

集，Ｅ为图 Ｇ的边集，对任意 ＳＶ，令 ＤＳ为点集 Ｓ
所关联的边数，｜Ｓ｜为点集 Ｓ中点的个数，ｋ为图 Ｇ
的连通分支个数，ｋＳ为图 Ｇ－Ｓ的连通分支个数。

定义 ｆ：２Ｖ→Ｒ

ｆ（Ｓ）＝ＤＳ－｜Ｓ｜＋ｋ－ｋＳ，ＳＶ。
引理３　ｆ是单调递增函数，即对

Ｓ１，Ｓ２Ｖ，若 Ｓ１Ｓ２，则 ｆ（Ｓ１）≤ｆ（Ｓ２）。
证明：设顶点 ｖ∈Ｓ２＼Ｓ１，只需证 ｆ（Ｓ１）≤ｆ（Ｓ１∪

｛ｖ｝）成立，对顶点 ｖ分情况讨论。
（１）若 ｖ的所有邻点都在 Ｓ１中，即 ＮＧ（ｖ）Ｓ１，

ＮＧ（ｖ）为 ｖ在图 Ｇ中的邻点集。
此时有 ＤＳ１＝ＤＳ１∪｛ｖ｝，｜Ｓ１∪｛ｖ｝｜＝｜Ｓ１｜＋１，因

为 ＮＧ（ｖ）Ｓ１，所以在图 Ｇ－Ｓ１中，点 ｖ为一个孤立
点，故 ｋＳ１∪｛ｖ｝＝ｋＳ１－１，则

　ｆ（Ｓ１∪｛ｖ｝）＝ＤＳ１∪｛ｖ｝－｜Ｓ１∪｛ｖ｝｜＋ｋ－ｋＳ１∪｛ｖ｝＝

ＤＳ１－（｜Ｓ１｜＋１）＋ｋ－（ｋＳ１－１）＝
ｆ（Ｓ１）

（２）若 ｖ有 ｉ个邻点不在 Ｓ１中，即｜ＮＧ（ｖ）＼Ｓ１｜＝
ｉ；此时有 ＤＳ１＝ＤＳ１∪｛ｖ｝＋ｉ，｜Ｓ１∪｛ｖ｝｜＝｜Ｓ１｜＋１。在
Ｇ－Ｓ１中，当把 ｖ从 Ｇ－Ｓ１中删除时，ｖ所在的连通
分支最多分成了 ｉ个连通分支。故有 ｋＳ１∪｛ｖ｝≤ｋＳ１＋
ｉ－１，所以
　ｆ（Ｓ１∪｛ｖ｝）＝ＤＳ１∪｛ｖ｝－｜Ｓ１∪｛ｖ｝｜＋ｋ－ｋＳ１∪｛ｖ｝≥

ＤＳ１∪｛ｖ｝＋ｉ－（｜Ｓ１｜＋１）＋ｋ－（ｋＳ１＋

ｉ－１）＝ｆ（Ｓ１）
综上，ｆ是单调递增函数。
因为 ｆ是单调递增函数，所以对于ＳＶ，

ｆ（Ｓ）≤ｆ（Ｖ）＝｜Ｅ｜－｜Ｖ｜＋ｋ。
引理４［９］　设 ｆ：２Ｅ→Ｒ，ｆ为次模函数当且仅当

对于集合 ＸＹ，及任意元素 ｙＹ，有 Δｙｆ（Ｘ）≥
Δｙｆ（Ｙ）成立。

引理５　ｆ为次模函数。
证明：由引理 ４，只需要证明若 Ｓ１Ｓ２Ｅ，

ｖＳ２，Δｖｆ（Ｓ１）≥Δｖｆ（Ｓ２）。由定义知，

Δｖｆ（Ｓ）＝ｆ（Ｓ∪｛ｖ｝）－ｆ（Ｓ）＝
ＤＳ∪｛ｖ｝－ＤＳ－１－ｋＳ∪｛ｖ｝＋ｋＳ。

对 ｖ分类讨论。
（１）ｖ的所有邻点都在 Ｓ２中，即 ＮＧ（ｖ）Ｓ２；此

时有 ＤＳ２ ＝ＤＳ２∪｛ｖ｝，｜Ｓ２∪｛ｖ｝｜＝｜Ｓ２｜＋１，因为 ＮＧ
（ｖ）Ｓ２，所以在图 Ｇ－Ｓ２中，点 ｖ为一个孤立点，故
ｋＳ２∪｛ｖ｝＝ｋＳ２－１，则

　ｆ（Ｓ２∪｛ｖ｝）＝ＤＳ２∪｛ｖ｝－｜Ｓ２∪｛ｖ｝｜＋ｋ－ｋＳ２∪｛ｖ｝＝

ＤＳ２－（｜Ｓ２｜＋１）＋ｋ－（ｋＳ２－１）＝

ｆ（Ｓ２）
即有 Δｖｆ（Ｓ２）＝ｆ（Ｓ２∪｛ｖ｝）－ｆ（Ｓ２）＝０。又由

ｆ（Ｓ）的单调递增性有 ｆ（Ｓ１∪｛ｖ｝）≥ｆ（Ｓ１），则ｖ
Ｓ２，Δｖｆ（Ｓ１）≥Δｖｆ（Ｓ２）＝０；

（２）ｖ中有 ｊ个邻点不在 Ｓ１中，有 ｉ个不在 Ｓ２中，
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且 ｊ≥ｉ≥１，则
｜ＮＧ（ｖ）＼Ｓ１｜＝ｊ，｜ＮＧ（ｖ）＼Ｓ２｜＝ｉ。
此时 Ｄ（Ｓ１∪｛ｖ｝）－ＤＳ１＝ｊ，Ｄ（Ｓ２∪｛ｖ｝）－ＤＳ２＝ｉ，｜Ｓ１∪

｛ｖ｝｜＝｜Ｓ１｜＋１，｜Ｓ２∪｛ｖ｝｜＝｜Ｓ２｜＋１。ｖ中有 ｊ－ｉ
个邻点不在 Ｓ１中但在 Ｓ２中。当把 ｖ从 Ｇ－Ｓ２中删除
时，连通分支的个数增加 ｋＳ２∪｛ｖ｝－ｋＳ２。因为 Ｇ－Ｓ２
为 Ｇ－Ｓ１的子图，当把 ｖ从 Ｇ－Ｓ１中删除时，连通分
支增加的个数有 ｋＳ１∪｛ｖ｝－ｋＳ１≤ｋＳ２∪｛ｖ｝－ｋＳ２ ＋ｊ－ｉ。

因此由

Δｖｆ（Ｓ１）＝ｆ（Ｓ１∪｛ｖ｝）－ｆ（Ｓ１）＝
ＤＳ１∪｛ｖ｝－ＤＳ１－１－ｋＳ１∪｛ｖ｝＋ｋＳ１

和 ＤＳ１∪｛ｖ｝－ＤＳ１＝ＤＳ２∪｛ｖ｝－ＤＳ２＋ｊ－ｉ可得 Δｖｆ（Ｓ１）≥

Δｖｆ（Ｓ２）。
综上，ｆ为次模函数。
引理６　若 Ωｆ＝｛Ｓ｜Δｘｆ（Ｓ）＝０，ＳＶ｝，则 Ｓ∈

ΩｆＳ为 Ｇ的弱顶点覆盖。
证明：

先证充分性。

若Ｓ为弱顶点覆盖，则由引理１知此时Ｇ－Ｓ为
森林即无基本圈，即｜Ｅ｜－ＤＳ－（｜Ｖ｜－｜Ｓ｜）＋ｋＳ＝
０，所以 ＤＳ－｜Ｓ｜＋ｋ－ｋＳ＝｜Ｅ｜－｜Ｖ｜＋ｋ，由 ｆ（Ｓ）定
义知 ｆ（Ｓ）＝｜Ｅ｜－｜Ｖ｜＋ｋ达到了最大值，所以 Ｓ∈
Ωｆ。

再证必要性。

若 Ｓ∈Ωｆ，即 Δｘｆ（Ｓ）＝０，假设 Ｓ不是 Ｇ的弱顶
点覆盖，那么 Ｇ－Ｓ中仍有圈 Ｃ，ｖ为圈 Ｃ上的任意
一点。设 ｖ的所有邻点中有 ｉ个不在 Ｓ内（ｉ≥２）。

因为在图 Ｇ－Ｓ中，ｖ∈Ｃ，所以当把点 ｖ从 Ｇ－Ｓ
中删除时，ｖ所在的连通分支最多分割成 ｉ－１个，即
有 ｋＳ∪｛ｖ｝≤ｋＳ＋ｉ－２，故，
ｆ（Ｓ∪｛ｖ｝）＝ＤＳ∪｛ｖ｝－｜Ｓ∪｛ｖ｝｜＋ｋ－ｋＳ∪｛ｖ｝≥

Ｄｓ＋ｉ－（｜Ｓ｜＋１）＋ｋ－（ｋｓ＋ｉ－２）≥
Ｄｓ－｜Ｓ｜＋ｋ－ｋＳ＋１≥ｆ（Ｓ）

这与 Ｓ∈Ωｆ矛盾，所以假设不成立，即图 Ｇ－Ｓ
中不含有圈，由引理１，Ｓ为弱顶点覆盖。

定理２　由次模函数理论导出的贪婪算法近似
比为 Ｈ（ｄ－１）且 Ｈ（ｄ－１）≤１＋ｌｎ（ｄ－１）。

证明：在弱顶点覆盖问题中，对任意 ｖ∈Ｖ有
ｄ（ｖ）≥２，故ｖ∈Ｖ，ｋ≤ｋｖ。由定理１

γ＝ｍａｘｖ∈ＶΔｖｆ（φ）＝ｍａｘ（Ｄｖ－１＋ｋ－ｋｖ）≤
Ｄｖ－１＝ｄ－１
其中 ｄ为图中顶点的最大度。所以该贪婪算法的近

似度为 Ｈ（ｄ－１）＝∑
ｄ－１

ｉ＝１

１
ｉ≤
１＋ｌｎ（ｄ－１）。

４　结论

建立了最小弱顶点覆盖问题的相应次模函数

ｆ（Ｓ）＝ＤＳ－｜Ｓ｜＋ｋ－ｋＳ，并有效地应用次模函数相
关理论设计近似算法，求解最小弱顶点覆盖问题，且

得到了近似度为 １＋ｌｎ（ｄ－１），其中 ｄ为图的顶点
最大度。
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