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矩条件参数化３带对称正交小波
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摘 要：对具有消失矩性质的３带对称正交小波进行参数化，给出正交小波的几个重要性质，同时讨论滤波器系数

长度、对称中心点、消失矩和离散矩之间的联系，通过放弃线性方程组中的几个消失矩条件来引入尺度函数的三阶

离散矩作为参数。给出了构造３带正交对称小波滤波器的约束方程组的算法，计算得出一组含有１个参数的９长

滤波器系数的准确表达式。本文给出的构造方法算法易于理解和推广，求解过程相对简单。
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引 言

多带小波（犕 带小波）是近几年刚刚发展起来

的小波分析理论的一个新的组成部分，它为人们提

供了更大的小波选择范围，并为人们找到具有更好

性质的小波函数，而这些性质是２带小波所不具备

的［１］。对多带小波的研究已经成为热点，如犆犺狌犻
［２］

构造了若干３带既正交又对称的尺度函数和小波。

３带小波相对于２带小波具有更好的特点，如：频带

的划分更细，能量更集中，正交小波的选择具有更大

的自由度和灵活性，在对称性和光滑性方面也有其

独特的优点［３］。

本文讨论３带（犕＝３）对称正交小波的参数

化，主要研究具有消失矩性质的３带对称正交小波，

通过选取合适的滤波器长度，消失矩条件，对称中心

点，离散矩，列出合适的约束方程组［４］，继而计算出

滤波器系数的表达式。

１ 多分辨分析的基本概念

函数ψ∈犔
２（犚犚）被称为是基本小波，如果它满

足以下的“容许”条件

犆ψ∫犚犚
｜^ψ（ω）｜

２

｜ω｜
犱ω＜∞

若ψ^是连续的，可知，

ψ^（０）＝０∫犚犚ψ（狋）犱狋＝０
又称ψ为母小波，它的伸缩和平移构成犔

２（犚犚）

空间的一个规范正交基，令

ψ犪，犫（狋）＝｜犪｜
－
１
２ （ψ狋－犫）犪

，犪，犫∈犚犚，犪≠０，

犪称为伸缩因子，犫称为平移因子，标准化即让

‖ψ犪，犫‖＝‖ψ‖＝１。

为找到母函数ψ（狋），经典的多分辨分析法是先

构造一个具有特定性质的层层嵌套的闭子空间

｛犞犼｝犼∈犚犚，这个闭子空间序列充满了整个犔
２（犚犚）空

间，在犞０子空间找一个函数（狋），其平移｛（狋－

犽）｝犽∈犣犣构成犞０空间的犚犻犲狊狕基，由（狋）计算得到

ψ（狋）。

２ 滤波器系数的定义

由多分辨分析可知，（狋）可由犞１的一个基｛

（２狋－犽）｝犽∈犣犣线性表示

（狋）＝∑
犽∈犣犣

犺犽（２狋－犽）

此式称为两尺度方程，（狋）是尺度函数，２是尺度因

子，称犺犽为尺度函数的滤波器系数。

可以看出为构造犔２（犚犚）中的正交小波基，一方

面是如何选择｛犺犽｝犽∈犣犣，使得两尺度方程有解，并且

其解通过多分辨分析可产生正交的小波基｛ψ犼，犽
（狋）｝犼，犽∈犣犣，另一方面当两尺度方程有解时，如何求

出其解。

本文要对３带正交小波进行参数化，就是希望

滤波器都能用离散矩做参数表示出来，选取不同的



参数，得到不同的小波基。
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３ ３带对称正交小波滤波器系数方程

的构造

３带正交小波的尺度函数∈犔２（犚犚）满足两尺

度方程

（狋）＝∑
犽∈犣犣

犺犽（３狋－犽）

并且滤波器系数满足下列标准化条件

∑
犽∈犣犣

犺犽＝３ （１）

另外知道正交条件是

∑
犽∈犣犣

犺犽犺犽－３犾＝３δ０，犾 （２）

正交条件可以化成一个非齐次方程

∑
犖

犽＝０

犺２犽＝３ （３）

和一个齐次方程

∑
犖

犽＝０

犺犽犺犽－３犾＝０ （４）

消失矩是小波一个很重要的性质，３带小波具

有狆阶消失矩满足

∑
犖

犽＝０
ζ
犽犽犾犺犽＝０，犾＝０，…，狆－１其中ζ＝犲

２π犻
３ （５）

对于一定长度的滤波器系数，犇犪狌犫犲犮犺犻犲狊小波

是具有最大消失矩的小波，并且是有限解，所以想要

引进参数，就要放弃几个消失矩条件，才可以把尺度

函数的离散矩作为参数引入。

的第狀阶离散矩由滤波器系数定义如下

犿狀＝∑
犖

犽＝０

犺犽犽
狀 （６）

另外滤波器的对称性本文令他们满足前后对

称，即

犺犽＝犺犖－犽 （７）

所以式（１），式（３）～（７）即为３带对称正交小波

滤波器的约束方程组。

４ 长度为９的滤波器系数方程的求解

基于上节的算法可知通过选取合适的滤波器长

度，消失矩条件，对称中心点，离散矩，可以得到滤波

器系数的约束方程组，求解方程组，就可以得到用参

数表示的所有的滤波器系数。

下面给出长度为９的滤波器系数方程的计算过

程：

根据对称性可知

犺０＝犺８，犺１＝犺７，犺２＝犺６，犺３＝犺５

标准化方程为

２（犺０＋犺１＋犺２＋犺３）＋犺４＝３

由正交性得到

２（犺２０＋犺
２
１＋犺

２
２＋犺

２
３）＋犺

２
４＝３

犺０犺３＋犺１犺４＋犺２犺３＝０

犺２＋２犺０犺２＝０

消失矩方程为

犺０－２犺１＋犺２＋犺３－犺４＝０

加入作为参数的离散矩条件

５１２犺０＋３４４犺１＋２２４犺２＋１５２犺３＋６４犺４＝犿

所以，９长的滤波器系数的约束方程组为

２（犺０＋犺１＋犺２＋犺３）＋犺４＝３

２（犺２０＋犺
２
１＋犺

２
２＋犺

２
３）＋犺

２
４＝３

犺０犺３＋犺１犺４＋犺２犺３＝０

犺２＋２犺０犺２＝０

犺０－２犺１＋犺２＋犺３－犺４＝０

５１２犺０＋３４４犺１＋２２４犺２＋１５２犺３＋６４犺４＝犿

具体解法是：先解其中的３个线性方程，犺０、犺１、犺２
都用犺３，犺４表示得

犺０＝
犺３
４
＋
３犺４
８
＋
犿
２８８
－
１１
８
，

犺１＝－
犺４
２
＋
１
２
，

犺２＝－
５犺３
４
－
３犺４
８
－
犿
２８８
＋
１９
８

将带入其余３个非线性方程，用犌狉犫狀犲狉基方法
［５］

通过犕犪狆犾犲软件求解非线性方程组，得到犺３，犺４，然

后逐次回代得到所有的解。

方程组有４组解，本文列出其中１组解

犺０＝犺８＝犕３

犺１＝犺７＝
１

４３２犕４
（６５３１８４犕２３－２１６０犕３犿＋

３７６犕２＋３７６０犕１＋犿
２＋２４８犿－１４５３４４）

犺２＝犺６＝
１

４３２犕４
（３７３２４８犕２３－２１６０犕３犿＋

３５２犕２＋３５２０犕１＋３犿
２－５２０犿－６９８８８）

犺３＝犺５＝
１

４３２犕４
（－９３３１２犕２３－１７２８犕３犿＋

６３２犕２＋６３２０犕１＋３犿
２－３９２犿－１２０７６８）

犺４＝
１

２１６犕４
（－６５３１８４犕２３＋２１６０犕３犿 －

５５６犕２－５５６０犕１－犿
２－３９２犿－１９２８６４）

其中

犕１＝ ６犿槡 －１１５２

·５２１·增刊 马建云等：矩条件参数化３


带对称正交小波
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犕２＝ －
２犿犕１－１１２８犿犕１＋１２８４４８犕１＋５０１１２犿－９６犿

２－６０８２５６０
犕槡 １

犕３＝
犿
６４８
－
２３
５４
＋
５犕１
６４８

＋
犕２
１２９６

犕４＝２２０－
２犿
３
－
２５犕１
３
＋
５犕２
６

方程组的解显示滤波器系数表达式含有参数，

有很好的灵活性，可以根据实际需要改变参数得到

不同的解，从而选取适宜的小波基。
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犉犻狀犪犾犾狔，狋犺犲犪狊狊狅犮犻犪狋犲犱狊犲狏犲狉犪犾犳犪犿犻犾犻犲狊犲狓犪犿狆犾犲狊狑犻狋犺狅狀犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉犪狉犲狆狉犲狊犲狀狋犲犱犲狓狆犾犻犮犻狋犾狔．犜犺犻狊狆犪狆犲狉犮狅犿

狆狌狋犲狅狀犲犲狓犪犿狆犾犲狌狊犻狀犵犪犾犵狅狉犻狋犺犿，狋犺犲犪犾犵狅狉犻狋犺犿犻狊犲犪狊狔狋狅犫犲狌狀犱犲狉狊狋狅狅犱犪狀犱犵犲狀犲狉犪犾犻狕犲，狋犺犲狆狉狅犮犲狊狊狅犳犮狅犿狆狌狋

犻狀犵犪狉犲犲犪狊犻犲狉．

犓犲狔狑狅狉犱狊：狉犪狀犽３狅狉狋犺狅犵狅狀犪犾狑犪狏犲犾犲狋狊；狏犪狀犻狊犺犻狀犵犿狅犿犲狀狋狊；犱犻狊犮狉犲狋犲犿狅犿犲狀狋狊
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