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常规螺杆元件四面体间隙的拟合
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摘　要 : 文中利用了两种对非规则边界参数区域进行拟合的方法 ,对同向双螺杆挤出机四面体间隙进行了拟合 ,并

建立了一种曲面拟合误差测量的新方法 ;应用此法 ,从度量曲面的整体贴近程度方面对拟合曲面进行了误差分析。

关键词 : 常规同向双螺杆 ; 四面体间隙 ; 曲面拟合 ; 误差度量

中图分类号 : TQ32015

收稿日期 : 2004204222

基金项目 : 教育部科学技术研究重点项目 (02016)

第一作者 : 女 ,1944年生 ,教授

E2mail : liuhui @mail. buct . edu. cn

　　双螺杆挤出机是聚合物加工的主要设备之一 ,

在聚合物加工行业已经得到、并将进一步得到越来

越广泛的应用[1 ]。文中简单介绍了同向全啮合双

螺杆挤出机四面体间隙几何形状的数学模型。为给

双螺杆挤出机的流场分析提供简单、实用的数学模

型[2 ] ,作者还应用两种对非规则边界参数区域进行

拟合的方法 ,对四面体间隙曲面进行了拟合。首先

在柱坐标系下进行拟合 ,当发现问题反而复杂化之

后 ,改用在直角坐标系下拟合。最后在直观对比的

基础之上 ,提出了一种基于衡量曲面整体贴近程度

的误差度量方法 ,按此方法拟合的曲面品质良好。

1　四面体间隙形成原理及数学模型

111　四面体间隙形成原理

如图 1所示 ,旋转坐标系 O1 - x′y′与螺杆Ⅰ固

图 1　双螺杆截面图

Fig. 1　Twin2screw of section

联 ,旋转坐标系 O2 - xy与螺杆Ⅱ固联 ,它们的转速

与方向均相同。O1 - x′y′与 O2 - xy 平面上的八段

弧绕自身轴 O1 , O2作逆时针旋转 ,同时沿轴 O1 z′,

O2 z 作匀速直线运动 ,则形成了两个全啮合同向旋

转的双螺杆的三维立体图形。四面体间隙位于两个

螺杆相邻螺棱侧面之间 ,它的各部分数学模型如公

式 (1) , (2)所示。弧段 M N旋转成四面体间隙的一

个面 ,其旋转面方程为[324 ]

ρ(θ,φ) = - Rscos (θ- φ-
a
2

) +

C2
L - Rs2sin2 (θ- φ-

a
2

)

z =
T

2π
φ

(1)

弧段 Q P旋转成四面体间隙的另一个面 ,其方程为

ρ1 (θ1 ,φ) = - Rssin (θ1 - φ-
a
2

) +

C2
L - Rs2cos2 (θ1 - φ-

a
2

)

z =
T

2π
φ

(2)

其中
β
2
≤φ≤
π
2

+ψ-
β
2

,该方程是建立在 O′- xyz

所对应的柱坐标系下。其中 Rs为圆盘外半径 , CL =

O1 O2为轴心距离 , T 为螺杆导程 ,α为螺杆顶角 ,θ

为极角 ,φ为旋转角 ,另两个面如图 1所示弧段 Ef G

和EhG沿 z 轴方向叠加形成的两柱面。其取值范围

在式 (1) , (2)所示的两螺旋面之间。这样就得到了

1/ 4导程内四面体间隙的四个曲面的解析式。

2　拟合思想及方法

四面体间隙的解析表达式已经给出。然而 ,上



面列出挤出机的螺杆四面体间隙曲面的表达式是极

其复杂的 ,其中包括了三角函数和根式。在实际应

用中 ,这往往会带来很多麻烦 ,甚至使问题变得不可

解。为了解决这一困难 ,本文希望能够找到替代的

数学模型 ,既能比较准确地描述曲面的形状 ,又能比

较简单且易于处理问题。

常用曲面插值或逼近算法 Hermite , Coons ,

Bezier , B 样条 ,NURBS等均是在矩形网格上进行

的[5 ]。本文涉及的曲面参数区域比较复杂 ,划分成

矩形网格比较困难 ,故采用一种基于三维散列数据

的曲面构造方法。对三维散列数据的定义域作三角

剖分 ,在每个三角形上作双三次分片插值 ,最后将所

有三角形分片曲面拼接成一张 C1连续的曲面。

211　重心坐标定义

对于给定的一组三维数据 ( x i , y i , z i ) , i = 1 ,

2 , ⋯, N ,构造一个新的插值曲面 ,具有所需光滑度

的曲面 S
Λ

( x , y ) ,使之插值于这些数据 ,即满足 S

( x i , y i) = z i , i = 1 ,2 , ⋯, N。

设插值曲面 S 定义在 xy 平面上区域 D 中 ,

( x i , y i) ∈D , i = 1 , 2 , ⋯, N。将 V i = ( x i , y i )作为

顶点 ,对区域 D 作三角剖分 ,在每个三角形上求插

值函数 S ( x , y ) 。对 xy 平面上任意ΔH ,顶点为

V 1 , V 2 , V 3 , V 是平面上任一点 ,定义 V 相对于

ΔH的重心坐标 ( u1 , u2 , u3) , u1 = A 1/ A , A 1 和 A

分别是ΔV V 2 V 3 和ΔH 的面积 ,如图 2 所示 , u2 ,

u3与此类似。V 点的重心坐标为 :
A 1

A
,

A 2

A
,

A 3

A
。

图 2　重心坐标定义

Fig. 2　Coordinates of center of gravity

图 3　双三次插值数据点

Fig. 3　Double2cubic interpolation

212　十点插值格式

如图 3所示 ,ΔV 1 V 2 V 3上有 10个标记点处数

据 ,即 z i = S ( V i) , i = 1 , 2 , ⋯, 10。其中 V 4 , V 5 为

V 1 V 2的三等分点 , V 6 , V 8 为 V 1 V 3 的三等分点 ,

V 7 , V 9为 V 2 V 3的三等分点 , V 10为 V 6 V 7中点。

可以确定插值曲面的方程 S
Λ

( x , y)为

S
Λ

( x , y) = ∑
10

i = 1

z if i ( x , y) (3)

其中 f i ( x , y )属于双三次多项式函数类 ,且满足

f i ( V j) =δj
i =

1 i = j

0 i ≠j
, i , j = 1 , 2 , ⋯, 10。据此导

出用重心坐标表示的双三次 Lagrange插值函数。

h1 =
9
2

u1 ( u1 -
1
3

) ( u1 -
2
3

)

h2 =
9
2

u2 ( u2 -
1
3

) ( u2 -
2
3

)

h3 =
9
2

u3 ( u3 -
1
3

) ( u3 -
2
3

)

h4 =
27
2

u1 u2 ( u1 -
1
3

) (4)

h5 =
27
2

u1 u2 ( u1 -
1
3

) , h6 =
27
2

u1 u3 ( u1 -
1
3

)

h7 =
27
2

u2 u3 ( u2 -
1
3

) , h8 =
27
2

u1 u3 ( u3 -
1
3

)

h9 =
27
2

u2 u3 ( u3 -
1
3

) , h10 = 27 u1 u2 u3

可以证明式 (4)具有仿射不变性 ,因而适合于三维图

形的表示 ,且具有 C1连续性。

213　三点插值格式

如图 4所示 ,取三角形顶点 V 1 , V 2 , V 3 为型值

点 ,已知 z i = S ( V i ) , z xi =
5 S ( V i)

5 x
, z yi =

5 S ( V i)

5 y
,

i = 1 ,2 ,3。

图 4　3点格式插值点

Fig. 4　Interpolation of three points

已知 9 个插值条件 ,可令拟合的函数类为缺少

x 2 y或 xy2项的不完全双三次多项式 ,使得拟合所

得结果 S
Λ

( x , y)满足

S
Λ

( V i) = z i ,
5 S
Λ

( V i)

5 x
= z xi ,

5 S
Λ

( V i)

5 y
= zyi , i = 1 ,2 ,3。

插值曲面的方程 S
Λ

( x , y)为

　S
Λ

( x , y) = ∑
3

i = 1

z if i ( x , y) + ∑
3

i = 1

z xif xi ( x , y) +
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∑
3

i = 1
z yif yi ( x , y)

3　四面体间隙的拟合

311　曲面边界的求解

由以上讨论已经得出了四面体间隙四个曲面的

数学表达式 ,其中两个为旋转曲面 ,另外两个是圆柱

面。但是构成四面体间隙的只是各个曲面的一部

分 ,因此作图的关键是要确定曲面的边界[6 ]。由于

柱面不需要进行拟合 ,所以只以其中的一个旋转面

为例 ,确定曲面的边界并且用以上两种方法进行曲

面的拟合。

如图 5 (a)所示 ,在 - ψ+
β
2
≤φ≤ψ+

β
2
时 ,弧

线 PQ属于间隙的部分为夹在 P , L 之间的部分。

(a)

(b)

图 5　四面体间隙边界

Fig. 5　Boundary of the tetrahedral gap

其中 P点的轨迹为

θ- φ= -
β
2
　　即

θ3 (φ) =φ-
β
2

(5)

L 点为弧PQ与弧M hN的交点。即

ρ= sin (θ- φ-
a
2

) Rs +

C2
L - Rs2cos2 θ- φ-

a
2
　弧 PQ

ρ1 = Rs　　弧M hN

(6)

求解三角方程得到

θ= arctan
Rscos φ+

a
2

±CL - Rssin φ+
a
2

(7)

得出的结果为弧 PQ与大圆 B 的两个交点 ,当

-ψ+
β
2
≤φ≤ψ+

β
2
时 ,啮合区内只有一个交点

L。L 点坐标满足

θ2 (φ) = arctan
Rscos φ+

a
2

- CL - Rssin φ+
a
2

(8)

当ψ+
β
2
≤φ≤
π
2

-
a
2
时 ,弧 PQ属于四面体间

隙的部分变为夹在上面求得两交点 L , R 之间的部

分 ,如图 5 (b)所示。

L 点的方程仍为公式 (8) , R 的方程为

θ1 (φ) = arctan
Rscos φ+

a
2

CL - Rssin φ+
a
2

(9)

曲面在四面体间隙中的完整的参数区域为式

(5) , (8) , (9)所围区域。如图 6 所示。用同样方法

也可以确定其它三个曲面的边界。

图 6　旋转曲面的参数区域

Fig. 6　Region of parameter of revolution surface

对图 6 作一旋转平移 ,再分割成为三块曲边三

角形区域如图 7所示。这样就确定出了其中一个旋

转曲面的边界。下面对此曲面进行拟合。

312　曲面拟合

用 10点插值格式将曲面进行拟合 ,在柱坐标系

下表示为
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图 7　参数区域的分割

Fig. 7　Division of the region of parameter

ρ
Λ

(θ,φ) =

361346 0 - 291354 1φ+ 161077 1φ2 -

21816 1φ3 + 291364 3θ- 321250 0φθ+

81548 6φ2θ+ 161170 5θ2 -

81629 7φθ2 + 21897 2θ3　(θ,φ) ∈区域Ⅰ

351549 8 - 271107 6φ+ 141313 5φ2 -

21494 9φ3 + 291186 6θ- 331698 3φθ+

106389 5φ2θ+ 181130 3θ2 -

111387 0φθ2 + 31492 4θ3　(θ,φ) ∈区域Ⅱ

341728 8 - 241504 4φ+ 111603 5φ2 -

11507 0φ3 + 271340 7θ- 291195 5φθ+

71069 8φ2θ+ 141921 5θ2 - 51558 7φθ2 -

01004 0θ3　(θ,φ) ∈区域Ⅲ
曲面拟合结果如图 8所示。

图 8　拟合曲面与原曲面的比较

Fig. 8　Fitting surface and original surface

在用三点插值进行曲面拟合时 ,由于柱坐标过

于复杂 ,可以首先将方程转化为直角坐标表示。

在直角坐标系下

z =
T

2π
φ=

T
2πθ-

a
2

- arcsin
ρ2 + Rs2 - C2

L

2ρRs

其中θ= arctan
y
x

,ρ= x 2 + y2。这样参数区域即

变为较规则形状。

采用三点插值格式进行拟合 ,曲面拟合结果为

z
Λ

′1 ( x , y) =

3311302 1 - 371459 8 x + 114504 x2 -

01019 0 x3 - 31939 1 y + 01372 6 xy -

01008 0 x2 y - 01074 6 y2 + 01002 4 xy2 +

01000 1 y3　( x , y) ∈区域Ⅰ

471642 5 - 31342 6 X + 01084 8 x2 -

01000 8 x3 + 01792 1 y - 01022 7 xy +

01000 2 x2 y - 01034 4 y2 + 01000 8 xy2 +

01000 1 y3　( x , y) ∈区域Ⅱ

3311302 1 - 371459 8 x + 11450 4 x2 -

01019 0 x3 + 61322 2 y - 01478 1 xy +

01009 5 x2 y - 01061 0 y2 + 01002 0 xy2 -

01000 3 y3　( x , y) ∈区域Ⅲ

471642 5 - 31342 6 x + 01084 80 x2 -

01000 8 x3 + 01633 8 y - 01011 8 xy +

01000 02 x2 y - 01024 2 y2 + 01000 5 xy2 -

01000 2 y3　( x , y) ∈区域Ⅲ

4　误差度量

两片曲面之间的贴近程度有多种衡量标准 ,主要

考虑曲面的整体贴合程度。本文建立了以下方法作

为误差衡量标准。

设参数曲面 S 的参数区域为 D ,将 D分为若干

小块 Di , i = 1 ,2 , ⋯, n。对于每一小块 Di ,选出一个

代表点 Pi。过 Pi作曲面 S 的法线 l ,设 l 与另一曲

面 S′交于点 Qi。设

di = | PiQi| , S i = SD
i

di为 Pi , Qi间距。S i为参数区域 Di的面积。

定义曲面 S 与曲面 S′之间的误差为

δ= ∑
n

i = 1
diS i

按如上方法求得用 10点格式对以上旋转曲面进行拟

合的结果误差为

δ1 = 751943 2 mm3

用 3点插值格式对它进行拟合的结果误差为

δ2 = 531534 8 mm3

对于选取的参数对应的四面体间隙的体积在文

献[2 ]中已经用数值方法求得。

V = 10 523183 mm3

将求得的误差与其结果相比较即可定量地衡量

曲面拟合的好坏。通过计算求得这种相对误差为

�δ1 =
δ1

V
= 01721 6 %　　�δ2 =

δ2

V
= 01508 7 %
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5　结果综述

长期以来 ,聚合物加工业对四面体间隙的几何形

状仅有一些定性的粗略估计[2 ] ,使得研究间隙的流体

力学变得极其复杂困难。刘慧教授所建立的数学模

型中[3 ]解析表达式仍然十分复杂。为了简化 ,本文利

用两种方法 ,研究对非规则边界参数区域的曲面的拟

合。在直观对比的基础之上提出了一种衡量误差的

方法 ,应用此方法得出的 ,拟合曲面与原曲面非常接

近。关于两个曲面拼接 ,需进一步考虑。
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Fitting of tetrahedral gap of the intermeshing twin2screw

L IU Hui1　ZHAN G Mu2hong2

(1. College of Science ,Beijing University of Chemical Technology , Beijing 100029 , China ;

2. University of California , Berkeley University of California , Berkeley CA 94720 ,USA)

Abstract : Two methods were applied to fit surfaces of the tetrahedral gap of an intermeshing co2rotating twin2screw ex2
truder. The surfaces are irregular border’s parameter domain. And a new method was proposed to measure the error and

was applied to measure the error between the fitting surfaces.
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Analysis of calculated data and structure conf irm of
the trisazabridged [ 60] fulleroid
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Abstract : The structures of trisazabridged [60 ] fulleroid were analyzed by the quantum chemistry calculation , Multi2Tof

MS , UV2vis , and NMR. The calculated results show there is a group effect of the nitro group even if the group effect

was too weak to change the symmetry of C60 dericatives. Furthermore , the space fine structure of the C60 derivatives is

confirmed through the analogoue derivatives.
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(责任编辑　曾宪玉)

·48· 北京化工大学学报　　　　　　　　　　　　　　　　　2005年


