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摘 要：应用数值方法研究了边界条件为双固壁，旋转轴偏离重力方向的犅é狀犪狉犱问题的线性算子谱问题。记线性

化线性算子所有特征值σ的实部的最小值为ξ０，通过改进的犆犺犲犫狔狊犺犲狏狋犪狌方法研究了ξ０和临界瑞利数犚犮与旋转

偏向角β的关系。计算结果表明：ξ０和犚犮都是β的减函数，此外它们的变化还依赖于犘狉犪狀犱狋犾数犘狉。
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引 言

由于犅é狀犪狉犱系统可以很好解释流动稳定性理

论和对流问题中的许多物理和数学方面的问题，因

而受到极大的关注。长时间以来，人们用该系统来

模拟大气层中的热对流现象，并对该系统进行了大

量的理论和实验研究［１２］。其中线性稳定性分析具

有非常重要的意义，它给出了不稳定的充分条件。

线性稳定性分析也称为微扰分析，它是基于研究扰

动方程线性化后线性算子的谱。犆犺犪狀犱狉犪狊犲犽犺犪狉
［３］

应用该方法主要对旋转Ω＝（０，０，Ω狕）
犜（即绕狕轴

旋转）的犅é狀犪狉犱系统进行了分析，并得出该旋转对

基流具有稳定的作用，即可以抑制对流的产生。杨

姝娟等［４］也得到了在此条件下扰动衰减率的下确

界ξ０与旋转速率Ω狕之间的关系，以及该下确界与

瑞利数之间的关系。但是当旋转轴偏离重力方向

时，该问题没能得到应有的关注，所以，以此为出发

点，本文利用改进的犆犺犲犫狔狊犺犲狏狋犪狌方法详细讨论了

双固壁边界条件下当Ω＝（Ω狓，０，Ω狕）
犜时，旋转轴

的偏向角β对基流稳定性的影响，这种情况相当于

旋转轴在狓狅狕平面上与狕轴夹角为β。

１ 旋转的犅é狀犪狉犱问题数学模型的建立

本文研究的旋转犅é狀犪狉犱问题模型示意图如图１

所示。

图１ 模型示意图

犉犻犵．１ 犛犮犺犲犿犪狋犻犮狉犲狆狉犲狊犲狀狋犪狋犻狅狀狅犳狋犺犲犿狅犱犲犾

直角坐标系下描写旋转犅é狀犪狉犱系统的线性化

方程组为［５］

狋（－Δ）（－Δ２）φ＝－（－Δ）
２（－Δ２）φ＋

槡犚（－Δ２）θ＋（２Ω狓狓＋２Ω狔狔＋

２Ω狕狕）（－Δ２）ψ

狋（－Δ２）ψ＝－（－Δ）（－Δ２）ψ＋（２Ω狓狓＋

２Ω狔狔＋２Ω狕狕）（－Δ２）φ

犘狉狋θ＝－（－Δ）θ＋槡犚（－Δ２）φ

狋犳１＝－（－
２
狕）犳１＋２Ω狕犳

狋犳２＝－（－
２
狕）犳２－２Ω狕

烅

烄

烆 犳

（１）

其中狕∈（－１／２，１／２），犘狉为犘狉犪狀犱狋犾数，犚 是系统

控制参数瑞利数，Δ２为二维的拉普拉斯算子，φ，ψ，

θ为扰动项。

在线性化问题中任何一个扰动均可以表示为某

些模态的叠加，而这些模态都具有形式φ（狕，狋）犲狓狆
｛犻（犪犽１狓＋犫犽２狔）｝，其中（犽１，犽２）

犜∈犣犣２，假设扰动

φ，ψ，θ



有如下形式
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φ＝φ（狕）犲狓狆［犻（犽１犪狓＋犽２犫狔）－σ狋］

ψ＝ψ（狕）犲狓狆［犻（犽１犪狓＋犽２犫狔）－σ狋］

θ＝θ（狕）犲狓狆［犻（犽１犪狓＋犽２犫狔）－σ狋］

（２）

由于旋转轴在狓狅狕平面上与狕轴的夹角为β，所以

取定Ω＝Ω（狊犻狀β，０，犮狅狊β）
犜后由（１）可以得到

（－Δ）（－Δ－σ）φ－槡犚θ－槡犜（狊犻狀β狓＋

犮狅狊β狕）ψ＝０

（－Δ－σ）ψ－槡犜（狊犻狀β狓＋犮狅狊β狕）φ＝０

（－Δ－σ犘狉）θ－槡犚（－Δ２）φ＝０

σ犳１＝（－
２
狕）犳１－２Ω狕犳２

σ犳２＝（－
２
狕）犳２＋２Ω狕犳

烅

烄

烆 １

（３）

这里犜＝４Ω２，称为犜犪狔犾狅狉数。

因为变量（犳１，犳２）和变量（φ，ψ，θ）在方程（３）中

相互独立，前３个方程没有变量（犳１，犳２）出现，所以

只考虑由其前３个方程组成的方程组

（－Δ）（－Δ－σ）φ－槡犚θ－槡犜（狊犻狀β狓＋

犮狅狊β狕）ψ＝０

（－Δ－σ）ψ－槡犜（狊犻狀β狓＋犮狅狊β狕）φ＝０

（－Δ－σ犘狉）θ－槡犚（－Δ２）φ

烅

烄

烆 ＝０

（４）

对应的双固壁时边界条件变为

φ＝狕φ＝ψ＝θ＝０，狕＝±１／２

将（２）代入到（４）中并令

φ（狕）＝φ１＋φ２犻，ψ（狕）＝ψ１＋ψ２犻，θ（狕）＝θ１＋

θ２犻得到

［４狕－（２狉
２－σ）２狕＋狉

２（狉２－σ）］φ１－槡犚θ１－

槡犜犮狅狊β狕ψ１＋槡犜犮狊犻狀βψ２＝０

［４狕－（２狉
２－σ）２狕＋狉

２（狉２－σ）］φ２－槡犚θ２－

槡犜犮狅狊β狕ψ２－槡犜犮狊犻狀βψ１＝０

（狉２－σ－２狕）ψ１－槡犜犮狅狊β狕φ１＋槡犜犮狊犻狀βφ２＝０

（狉２－σ－２狕）ψ２－槡犜犮狅狊β狕φ２＋槡犜犮狊犻狀βφ１＝０

（狉２－σ犘狉－２狕）θ１－狉
２槡犚φ１＝０

（狉２－σ犘狉－２狕）θ２－狉
２槡犚φ２

烅

烄

烆 ＝０

（５）

边界条件为

φ１＝φ２＝狕φ１＝狕φ２＝ψ１＝φ２＝θ１＝θ２＝０，

狕＝±１／２

其中狉＝犪２犽２１＋犫
２犽２２，犮＝犽１犪。

２ 数值方法计算旋转的犅é狀犪狉犱问题

本文采用了改进的犆犺犲犫狔狊犺犲狏狋犪狌方法
［６］对方

程组（５）进行数值计算。与一般的狋犪狌方法相比，

犆犺犲犫狔狊犺犲狏狋犪狌方法具有更快的收敛速度，并且它消

去了伪特征值，因而显得更加优越。

将此方法运用到方程组（５）上时，令１＝
２
狕φ１，

２＝
２
狕φ２后，对１，２，φ１，φ２，ψ１，ψ２，θ１，θ２分别进

行犆犺犲犫狔狊犺犲狏展开，将其带入到（５）中并进行推导和

化简后，就可以得到犜狓＝σ犃狓，其中犜和犃为含有

狉，犮，犚，犜，犘狉和犆犺犲犫狔狊犺犲狏展开项的个数犖 的

６犖＋２阶的方阵，狓为１，２，φ１，φ２，ψ１，ψ２，θ１，θ２
展开后的展开项系数构成的向量，给定初始条件后，

就可以从中解出特征值σ，从而得到其实部的最小

值ξ０。另外还可以算出在本方法中被作为收敛指

数的狋犪狌系数，由于该问题中计算出来的狋犪狌系数很

小，所以可以看出该算法的收敛性和稳定性都非常

良好。

为确保计算的精确性，将犆犺犲犫狔狊犺犲狏多项式展

开至第１５项。应用犕犃犜犔犃犅７０对计算结果不断

的观察后选择狉的循环为０到１５，步长为００５，由

于狉＝犪２犽２１＋犫
２犽２２，犮＝犪犽１，所以犮的循环为０到

狉，步长亦为００５。

３ 数值计算的结果与讨论

３１ 扰动衰减率下确界ξ０与旋转偏向角β的关系

当犘狉汞＝００２５时，下面对取定犜１＝１０
４，犚分

别取犚１＝４０００，犚２＝４１００和取定犚３＝４３００，犜 分

别取犜１＝１０
４，犜２＝１５×１０

４两种情况进行数值计

算从而得到扰动衰减率的下确界ξ０与旋转偏向角

β之间的关系，如图２和图３。

从图２可以看出，当取犘狉汞 时，取定犜 和犚

后，ξ０是β的减函数，即随着旋转偏向角的逐渐增

大，流动越来越容易失稳，还可看出，犚 值越大，所

求得的ξ０越小，即随着瑞利数的增大，流动更容易

失稳。

从图３可以看出，当取犘狉汞 时，取定犜 和犚

后，ξ０是β的减函数，还可看出，犜 值越大，所求得

的ξ０越大，即旋转对基流具有稳定的作用。从图２

和图３对比看出当β较小时，ξ０变化甚微，当β超

过某个临界值时，ξ０会急剧减小，计算表明该临界

值与瑞利数和犜犪狔犾狅狉数有关。

·４２１· 北京化工大学学报（自然科学版） ２００９
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图２ 犘狉＝００２５，犜＝１０４时ξ０与β的关系图

犉犻犵．２ 犜犺犲犱犲狆犲狀犱犲狀犮犲狅犳ξ０狅狀β狑犺犲狀犘狉＝００２５，犜＝１０
４

图３ 犘狉＝００２５，犜＝４３００时ξ０与β的关系图

犉犻犵．３ 犜犺犲犱犲狆犲狀犱犲狀犮犲狅犳ξ０狅狀β狑犺犲狀

犘狉＝００２５，犜＝４３００

当犘狉水＝７５时，下面对取定犜１，犚 分别取

犚１，犚２和取定犚３，犜 分别取犜１，犜２两种情况进行

数值计算从而得到ξ０与β之间的关系，如图４和图

５。

图４ 犘狉＝７５，犜＝１０４时ξ０与β的关系图

犉犻犵．４ 犜犺犲犱犲狆犲狀犱犲狀犮犲狅犳ξ０狅狀β狑犺犲狀犘狉＝７５，犜＝１０
４

从图４和图５可以看出，当取犘狉水 时，取定犜

和犚，ξ０仍是β的减函数，还可以看出，犚 越大，ξ０

越小，犜越大，ξ０越大。

由图２和图４以及图３和图５的对比可以看

出，在取定了同样的 犚，犜 后，随着β的增加大

犘狉犪狀犱狋犾数时曲线变化的更加平稳，这说明ξ０的大

小还依赖于犘狉犪狀犱狋犾数犘狉。

３２ 临界瑞利数犚犮与旋转偏向角β的关系

在取定犜１后，就犘狉汞 和犘狉水 这两种情况进行

数值计算从而得到线性稳定的临界瑞利数犚犮与偏

向角β之间的关系。

在图６中可以看出，当取定犘狉和犜后，犚犮是β
的减函数，即随着旋转偏向角的逐渐增大，流动越来

越容易失稳，还可以看出，存在一个临界角度β
，当

β＜β
时，小犘狉犪狀犱狋犾数情况下求得的犚犮要比大

犘狉犪狀犱狋犾数时的大，但是当β＞β
时，情况正好相反。

这就说明临界瑞利数犚犮还依赖于犘狉犪狀犱狋犾数犘狉。

图５ 犘狉＝７５，犜＝４３００时ξ０与β的关系图

犉犻犵．５ 犜犺犲犱犲狆犲狀犱犲狀犮犲狅犳ξ０狅狀β狑犺犲狀犘狉＝７５，犜＝４３００

图６ 犜＝１０４时犚犮与β的关系图

犉犻犵．６ 犜犺犲犱犲狆犲狀犱犲狀犮犲狅犳犚犮狅狀β狑犺犲狀犜＝１０
４

４ 结论

本文研究了边界条件为双固壁，旋转轴偏离重

力方向的犅é狀犪狉犱系统。在取定了其他参数后，扰动

衰减率的下确界ξ０和临界瑞利数犚犮都是旋转轴

偏向角β的减函数，这说明随着旋转轴的偏向角的

·５２１·第６期 周小惠等：旋转的犅é狀犪狉犱


问题中旋转轴偏离重力方向的线性算子谱研究
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增大，流动越来越容易失稳，并且ξ０和犚犮的大小

还依赖于犘狉犪狀犱狋犾数犘狉。当取定犘狉，犜，β后，ξ０随

犚的增大而减小；当取定犘狉，犚，β后，ξ０随犜的增

大而增大。
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狀犪犾狅犳犎狔犱狉狅犱狔狀犪犿犻犮狊：犃，２００８，２３（３）：２３９－２４３．（犻狀

犆犺犻狀犲狊犲）
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