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用最佳椭圆线重建多圆图像
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摘　要 : 文中通过对多圆图像的 Radon变换曲线的分析 ,建立了用少量的投影数据 (理论上只用两个角度的投影数

据)重建多圆图像的最佳椭圆线方法 ,并针对自定义的一个多圆图像给出了重建结果。
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　　随着计算机层析成像技术 ( CT)在工业无损探

伤领域中的广泛应用 ,新的问题也不断现出。如在

工业探伤中 ,往往需要对一个批次的大量产品做图

像重建 ,而这些重建图像是有很大的相关性的。有

时这些待重建的实物的截面就是由标准的几何体

(或几何体的组合)构成[1 ] ,如检测钢筋混凝土的浇

注是否合格时 ,重建出来的截面图像就是由一些圆

圈组成 ,对这些比较规则的截面图像 ,希望能用比较

少的投影数据来重建。本文对这类由圆构成的“多

圆图像”的少量投影数据重建做了初步的研究。

1　卷积反投影算法与 Radon变换及逆变换

　　卷积反投影算法是 CT图像重建的经典算法之

一 ,原理是利用 Radon 变换及逆变换进行图像重

建。设直线 L 的方程为 p = xcos < + ysin < ,其中 p

为直线 L 与原点的距离 , <为 L 的法线与 x 轴正半

轴的夹角 ,如图 1所示。则 ( p , <)与 O xy 平面上的

直线 L 一一对应[2 ]。记 f ( x , y)为待重建图像函

数。

f̂ ( p , <) =∫L f ( x , y) d s (1)

称 (1)式中 f̂ ( p , <)为 f ( x , y)的 Radon变换 ,

相当于一个算子 ,记为 R。粗略讲 ,算子 R将 ( x , y)

空间上的函数 f ( x , y)和 ( p , <)空间上的另一个函

数 Rf ,即 f̂ ( p , <) ,联系在一起。因为 [ Rf ] ( p , <)

是沿着 L 的积分 ,可以认为 ( p , <)空间上的一个点

相应于 ( x , y)空间中的一条直线 L (该直线离原点

图 1　Radon变换

Fig. 1　Radon transform

的距离为 p ,且和 x 轴正半轴的夹角为 <。

记 X = ( x , y) ,或者
x = pcos < - tsin <

y = psin < + tcos <
则有

f̂ ( p , <) =∫
+∞

- ∞
　f ( pcos < - tsin < , psin < +

tcos <) d s (2)

设Φ= (cos < , sin < ,Φ⊥= ( - sin < ,cos <) 则

f̂ ( p , <) =∫
+∞

- ∞
　f ( pΦ+ tΦ⊥) d t (3)

将直线 L 的方程记为 : p - Φ·X = 0 ,则用广义函数

将其改写为

f̂ ( p , <) = κ
R

2

f ( X)δ( p - Φ·X) d x d y (4)

Radon定理 (逆变换公式) [3 ]

设 f ( X)为 R2 上的连续函数 ,当| X | > E > 0

时 , f ( X) = 0 ,则

f ( X) =
- 1
2π∫

+2π

0 ∫
+∞

- ∞

(5 p̂f ) [ p ,Φ]
p - X·Φ d p d < (5)

期中 E 是一个常数。 (注意 ,微分算子 5 p 是对

Radon变换 f̂ ( p ,Φ)的第一个变量做微分运算的。)

这个逆变换公式是卷积反投影算法的核心 ,即由已

知的 f̂ ( p ,Φ) (投影数据)来重建 f ( X) 。



2　多圆图像的 Radon变换

圆心为 ( x 0 , y0) ,半径为 r的圆盘的方程为

f ( x , y) =
1 , ( x - x 0) 2 + ( y - y0) 2≤r2

0 , 其他
(6)

f ( x , y )沿着法方向为Φ =Φ0 (Φ0 = (cos <0 ,

sin <0) ) 、与原点的距离为 t 的一族直线作 Radon变

换 ,构成一个关于 t 的一元函数

g ( t) = 2 r2 - ( t - X0·Φ0) 2 (7)

它相当于在 f ( x , y)的 Radon变换[ Rf ] ( p , <)

中令 < =Φ0 ,令 p 为 t 而得到的函数。此函数相当

于长半轴为短半轴 2倍的椭圆的上半部[4 ]。即

g ( t) 2

42 +
( t - X0·Φ0) 2

r2 = 1　　g ( t) ≥0

给定由一些圆 (各圆互不相交)组成的图像 ,如图 2a

所示。对其作某个角度Φ0 的 Radon变换后得到的

图像如图 2b ,它是由一些半椭圆线叠加而成。

图 2　多圆图像及其 Ranod变换

Fig12　Multi2circle image and it’s Radon transform

3　半椭圆线与多圆图像 Radon变换

定 义 一 个 半 椭 圆 线 族 Ea =

e ( t) ≥0
e ( t) 2

4 r2 +
( t - ( a + r) ) 2

r2 = 1 , r∈(0 , R)

其中 R 为待重建的多圆图像沿某个角度做 Radon

变换后的信号长度。显然 ,这个半椭圆族中的每个

半椭圆线的最左端点都是 ( a , 0) 。重建图像时 ,得

到的是各个角度的投影数据值 ,即类似上面图 2b所

示的一维曲线 ,当然这些曲线都是由一系列的半椭

圆线构成的 ,如果能确定叠加成这条曲线的那些半

椭圆线 ,则相当于在某个角度上确定了这些圆的位

置。如果 ,在两个角度上确定了这些圆的位置 ,则在

二维重建区域中的这些圆的位置就能确定了[5 ]。

假设待重建的多圆图像位于圆心为 R
2

,
R
2

,

半径为 R
2
的区域内 ,称其为待重建区域。取某个角

度Φ1的投影数据 ,记为 : P1
Φ

1
( t) ,显然定义域为 (0 ,

R) 。设 P1
Φ

1
( t)的支集为 ( a1 , b1 ) ,则有 ( a1 , b1 ) <

(0 , R) 。取 Ea
1的一个子集 �Ea

1定义如下

�Ea
1 = { e′( t) | e′( t ) ∈Ea

1 ,且 e′( t ) ≤P1
Φ

1
( t ) ,

Π t ∈( a1 , b1) }

令‖e′( t) ‖= max{ e′( t) ∈�Ea
1 , t ∈( a1 , b1) }则有

定理 1　必有某一个 e′0 ∈�Ea1使得 max
t∈( a

1
, b

1
)

e′0 ( t ) =

‖e′( t) ‖,且此 e′0即为此多圆图像从Φ1 角度上看

最靠左边的那个圆做 Radon变换得到的半椭圆线。

证明 :由 �Ea1的定义可知 , Πe′( t) ∈�Ea1 ,其图像

都位于 P1
Φ

1
( t )之下。即 Πe′( t ) ∈�Ea

1有 max
t∈( a

1
, b

1
)

e′

( t) ≤‖e′( t) ‖,又由于 ,从Φ1 角度上看最靠左边

的那个圆做 Radon变换得到的半椭圆线 �e0 ( t )显然

是以 a1为最左端点的 ,而且 ,它即是构成 P1
Φ

1
( t)的

一部分 ,而 P1
Φ

1
( t )又是由一些半椭圆线叠加而成 ,

故必有 �e′0 ( t) ∈�Ea1 ,且它是与 P1
Φ

1
( t)最紧密的半椭

圆线 ,则有 �e′0 ( t) = ‖e′( t) ‖。证毕。

将满足定理 1的 e′0 ( t)称为 :与角度Φ1 相关的

第一条最佳半椭圆线。

将找到的第一条半椭圆线 e1
0 ( t)从 P2

Φ
1
( t)中减

掉 ,得到新的投影数据 P2
Φ

1
9 t ) ,设 P2

Φ
1

( t)的支集为

( a2 , b2) ,显然 ( a2 , b2) ∈( a1 , b1) 。而 e1
0 ( t )的支集

中点坐标 X1
Φ

1
, Y1
Φ

1 即为前面确定圆的圆心坐标

在角度Φ1上的投影。设 e1
0 ( t)的支集长度为 r1 ,则

r1即为该圆的直径 ,用 C X1
Φ

1
, Y 1
Φ

1
; r1
Φ

1 记录这三

个信息。

对新的投影数据 P2
Φ

1
( t) ,与其对应的半椭圆线

族为

Ea2 =

e ( t) ≥0
e ( t) 2

4 r2 +
( t - ( a2 + r) ) 2

r2 = 1 , r∈(0 , R)

同样取一个 Ea
2的一个子集 �Ea

2

�Ea
2 = { e′( t) | e′( t ) ∈Ea

2 ,且 e′( t ) ≤P2
Φ

1
( t ) ,

Π t ∈( a2 , b2) }

令‖e′( t) ‖= max{ e′( t) ∈�Ea
2 , t ∈( a2 , b2) } ,继续

用定理 1 ,即可以找到去掉第一个圆后 ,剩下的圆中

最靠近左边的那个圆 ,并确定其圆心坐标在角度Φ1

上的投影值及其直径的长度 ,将这三个信息记为 : C

X2
Φ

1
, Y2
Φ

1
; r2
Φ

1 ,然后再从 P2
Φ

1
( t )中减去确定 C

X2
Φ

1
, Y2
Φ

1
; r2
Φ

1 的那个最佳半椭圆线 e2
0 ( t ) ,得到
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新的投影数据 P3
Φ

1
( t ) 。按上面的过程依次进行下

去 ,便可以得到所有圆的圆心坐标在角度Φ1 上的

投影值及直径长度 C X i
Φ

1
, Y i
Φ

1
, ri
Φ

1 , i = 1⋯n。

图 3所示为找前两个圆的过程 ,由 a 到 b是找

图 3　分离最左边的两个圆的步骤

Fig. 3　Process of separating the two circles from left

第一个圆的过程 ,b到 c为找第二圆的过程。对于这

个例子来讲进行三次就可以得到四个圆的圆心坐标

在角度 Φ1 上的投影值及直径长度 C ( X i
Φ

1
, Y i
Φ

1
;

ri
Φ

1
, i = 1 ,2 ,3 ,4。换一个角度Φ2 ,用类似的方法求

出这四个圆的圆心坐标在角度Φ2 上的投影值及直

径长度 C X i
Φ

2
, Y i
Φ

2
; ri
Φ

2 , i = 1 , 2 , 3 , 4。再将 C

X i
Φ

1
, Y i
Φ

1
; ri
Φ

1 与 C ( X i
Φ

2
, Y i
Ф

2
; ri
Φ

2 按照半径相

等 (即第三个量)的原则匹配起来。例如 ,若有 r3
Φ

1

与 r1
Φ

2
相等 , 如图 4a 所示。则 X3

Φ
1

, Y3
Φ

1 与

X1
Φ

2
, Y1
Φ

2 即为同一个圆的圆心坐标分别在Φ1 和

图 4　用匹配法确定圆心

Fig14　Get the center of circle by matchting method

Φ2 角 度 上 的 投 影 坐 标 , 则 由 X3
Φ

1
, Y3
Φ

1 与

X1
Φ

2
, Y1
Φ

2 便可以求出相应的圆的圆心坐标 ,由于

其半径已经知道 ,为 : r3
Φ

1
(或 r1
Φ

2
) ,那么相当于这个

圆就可以确定下来了。在实际算法实现时为了简

单 ,可以将角度Φ1 ,Φ2 分别选为 0°和 90°,如图 4b

所示。则此时 , Y i
Φ

1
, X i
Φ

2
i = 1 ,2⋯n 均为 0 ,则 X i

Φ
1

,

Y i
Φ

2
分别是各圆的横坐标和纵坐标。只需按上面的

直径相等的匹配思想将其对应的匹配起来 ,便得到

了各圆的圆心坐标 ,再加上已知的直径信息 ,就可以

将这个多圆图像画出来了。

以上给出的是理想情形 ,但是 ,在实际应用中投

影数据难免会有误差 ,对此重新将 �Ea1定义为

�Ea1 = { e′( t) | e′( t) ∈Ea1 ,且‖e′( t ) - P1
Φ

1
( t )

‖2≤α, Π t ∈( a1 , b1) }

其中‖·‖2为 22范数 ,α为允许误差最大值。当将

第一条半椭圆线 e1
0 ( t )从 P2

Φ
2

( t )中减掉时 ,由于误

差 ,新得到的投影数据 P2
Φ

1
( t)的第一个非零值未必

应该包含在 P2
Φ

1
( t)的支集中 ,即需要去除一些位于

前面的残差信号。对 P2
Φ

1
( t)中的信号点 (在实际应

用中 P2
Φ

1
( t)显然是离散信号)若其后连续 N 1 个点

具有递增性质 ,称其为 N 1 连续递增点 ,选取 P2
Φ

1

( t)的 N 1连续递增点中最小的做为信号 P2
Φ

1
( t)的

起始点α1。相应的定理 1需修改为

定理 1′必有某一个 e′0∈�Ea
1使得‖e′0 - e′( t ) ‖≤α,

且此 e′0即为此多圆图像从Φ1角度上看最靠左边的

那个圆做 Radon变换得到的半椭圆线。

然后按两个角度Φ1 ,Φ2 利用定理 1′将最佳椭

圆线一条一条的从 P1
Φ

1
( t)中剥离 ,同时也将依次找

到最左边的圆的坐标及直径信息 ,最后将其匹配起

来 ,便得到该多圆图像。

4　实例图像结果分析与结论

本文构造了一个含有五个半径不同的圆的多圆

图像如图 5a 所示。用数值积分的办法模拟投影数

图 5　多圆位图图像及重建结果

Fig. 5　Bitmap image of multi2circle and it’s

reconstructed result

据 ,共“采集”了 360个角度 (将 (0 ,π)分成 360 份) ,

每个角度“采集”500 个“数据”,每个数据用矩形公

式算数值积分 (采用 1 000个分划) 。重建图像由图

5b所示 ,各圆的大小及位置关系本上是与原图无异

的 ,只是在位置上有 2～3 个像素的偏差 ,圆的半径
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大小上有 1～2个像素的偏差 ,证明用最佳椭圆线法

重建多圆图像是可行的。
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Shape reconstruction of t win2crew surfaces
Li Xiao2hua　Liu Hui

(College of Science , Beijing University of Chemical Technology , Beijing 100029 , China)

Abstract : Rotating of a cross2section curve is a typical method for constructing a twin2screw. A method for re2
constructing a shape of twin2screw with a bicubic Bezier surface was proposed , which offers better theoretical

foundations for CAM. Besides , a method was presented for abstracting and pre2processing of data points while

modeling. The result of error analysis shows the method is suitable for reconstruction of the general screw sur2
faces.

Key words : cross2section curve ; Bezier surface ; reconstruction ; screw surface
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