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摘摇 要: 针对存在内光源的导波方程,即非齐次 Helmholtz 方程,将波导方程的边值问题转化为可用步进算法的类

“初值冶处置问题,然后给出了一种基于 Dirichlet鄄to鄄Neumann (DtN)映射和状态转移算子的算法。 并给出了两个算

例,算例表明此算法是非齐次周期波导问题的一种高效的计算方法。
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引摇 言

由于二维频域的波导主控方程是 Helmholtz 方

程,因此对于波导方程的数值求解就转变成对

Helmholtz 方程的数值求解。 由于光波波长很短,在
进行数值计算时,须取大量节点,光波导问题在求解

时通常规模很大。 对于齐次的 Helmholtz 方程的数

值解法,已经有了很多成熟的算法。 例如有限差分

方法、有限元法、谱方法等传统数值算法。 这些方法

虽然具有普遍应用性,可用性很强,但在计算过程

中,会产生庞大的线性系统,占用大量内存,耗费大

量时间。 后来出现了 BMP 算法,但是当折射率依赖

于传播方向时,这种方法会导致永恒的误差。 随后

出现了基于 DtN 映射的一些算法[1 - 3],这些算法相

比较于传统方法,对实用性波导结构计算有了显著

改善,减少了对内存和时间的消耗。
在实际应用中,常常需要研究具有内光源的光

波传播情况,这就要用非齐次的 Helmholtz 方程来刻

画。 对此类波导问题计算,目前主要是传统的算法,
尚没有基于 DtN 映射的算法。 为此,本文构造了基

于 DtN 映射和状态转换算子的算法。 此算法先利

用 DtN 映射先将非齐次 Helmholtz 波导方程的边值

问题转化为可用步进算法分段计算的类“初值冶问

题,然后计算每一小段的状态转移算子,利用状态转

移算子从小段的一端导出小段另一端的 DtN 映射,
最后可递推算出方程的解。 状态转移算子计算只需

要求解与波导结构有关的一阶算子常微分方程的初

值问题。 对具有同样波导结构的小段,其状态转移

算子均是相同的,只需要计算其中的一个小段的状

态转移算子即可。 因此这种方法特别适合具有周期

结构或部分周期结构的波导问题。 最后给出两个算

例,对此算法进行了验证。

1摇 非齐次 Helmholtz 方程

考虑内光源的二维横向电极化(TE)的波导结

构。 假设 z 方向为波导的轴方向,其主控方程为

uzz + uxx + k2(x,z)u = f(x,z) (1)
其中,u 是电场中的 y 分量,k(x,z) = k0 n(x,z), k0

是自由空间的波数,n 是介质折射率函数,f(x,z)代
表的是波导中的内光源。

由于大多数光波传播问题都是在无界区域上提

出来的,需要将无界区域截断,得到有限区域。 在频

率域上,PML[4 - 5] 对应一种复坐标的延伸。 对于开

放的波导, - 肄 < x < + 肄 ,此时必须将 x 轴截断为

一个有限的区间。 为此引入一个复变量 x̂

x̂ = x + i 乙x
0
滓(子)d子

其中,滓(x) =0, -H臆x臆H; 滓(x) >0,x < -H 或 x >
H。 这里,还需要假定 n 在 x逸H 和 x臆 - H 时为一

个常数。 现在,将鄣2
xu 这一项换为鄣2

x̂ u,仍记 x̂ 为 x,
令 s(x) = 1 + i滓(x),则有

鄣2
zu + 1

s(x)
鄣
鄣 (x

1
s(x)

鄣
鄣 )x u + k20n2(x,z)u = f(x,z)
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记 L = 1
s(x)

鄣
鄣 (x

1
s(x)

鄣
鄣 )x + k20n2(x,z),则有鄣2

zu + Lu =

f(x,z)
对数值计算,将 x 变量在 x = 依 D 处截断,则区

间(H,D)和( - D, - H)就是 PML 层。 在式(1)的

基础上,可以在 x = 依 D 处加上适当的边界条件,通
常假设当 x = 依 D 时 u = 0。

经过分析可以知道,原方程的辐射条件和修改

后方程的零边值条件是高精度近似的。
在光传播方向( z 方向),主要考虑区间[ z0,zm],

将其分段为 z0 < z1 < … < zm, 记 z -1 = - 肄,zm +1 =
+ 肄 。设

n(x,z) = nj(x,z),摇 zj -1 < z < zj 摇 (j =0,1,…,m)
设当 z < z0和 z > zm时,波导是 z 不变的,即当 z < z0

时 n = n0(x),当 z > zm时 n = nm + 1(x)。 假设在 z < z0
处,给定一个时频与内光源一样的入射波,记为 u + ,
同时又存在界面反射回来的反射波,记为 u - ,反射

波是 未 知 的, 则 u = u + + u - ; 因 为 u +
z =

i L( z -
0 )u + ,u -

z + i L( z -
0 )u - = 0,可得

(鄣zu + i L( z -
0 ) u) | z = z0 = 2i L( z -

0 ) u + ( x,
z -
0 ) (2)

当 z > zm 时,只存在传播波,可以表示为 u =
u + ,注意,此处没有反射波。 根据上面的假设可知

在 z > zm 处,此区间只有传播波,因此满足齐次的

Helmholtz 方程,即鄣2
z u + Lu = 0,根据平方根算子的

定义,可以知道式(3)成立,即 u +
z = i Lu + ,也就是

(uz - i L( z +
m )u) | z = zm = 0 (3)

综上所述,可以得到给定一个时频与内光源一

样的入射波时,非齐次 Helmholtz 方程及其边界条件

可以表示为

鄣2
z u + Lu = f(x,z)(x沂(- D,D),z沂( z0,zm

(

))

L = 1
s(x)

鄣
鄣 (x

1
s(x)

鄣
鄣 )x + k2

0n2(x,z ))

u(- D,z) = u(D,z) = 0

(鄣zu + i L( z -
0 )u) | z = z0 = 2i L( z -

0 )u + (x,z -
0 )

(鄣zu - i L( z +
m )u) | z = zm

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï = 0

(4)

2摇 基于 DtN 映射和状态转移算子的
算法

摇 摇 在第 1 章中,介绍了非齐次 Helmholtz 方程及其

边界条件的设定,本章将给出基于 DtN 映射和状态

转移算子 P 的一种高效算法。
所谓的 Riccati 方法[2],对于齐次的 Helmholtz

方程 来 说, 它 是 基 于 Dirichlet鄄to鄄Neumann 映 射

Q( z),该映射将 Helmholtz 方程的解映到它的关于 z
的导数,即:uz =Q( z)u。

然而,对于非齐次 Helmholtz 方程来说,需要做

适当的修改。 定义关于 z 的 DtN 映射 Q( z)和函数

g(x,z),满足

Q( z)u + g = uz (5)
再定义基本解算子 Y( z)和函数 h(x,z),满足

Y( z)u(·,z) + h(·,z) = u(·,zm) (6)
若 u 满足式(4),由式(5)和(6)可得式(7)

Q( zm) = i L( z +
m )

Y( zm) = I
g( zm) = 0
h( zm)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï = 0

(7)

若能通过已知的 Q( z j),g( z j)和 Y( z j),h( z j)计
算出 Q( z j - 1),g( z j - 1)和 Y( z j - 1 ),h( z j - 1 ),则由式

(7)可递推地得到 k = m - 1,…,0 时,Q( zk),g( zk)
和 Y( zk),h( zk)的值。

为此,定义一种状态转移算子 P( z)和向量函数

r(x,z),在区间( z j - 1,z j)内满足下列关系

u(x,z)
鄣zu(x,z

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú) = P( z)

u(x,z j)
鄣zu(x,z j

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú)
+ r(x,z) (8)

其中,r(x,z j) = 0。
根据 P 算子的表达式,令 v = uz,则 vz = - Lu +

f,进一步得到

ué

ë
ê
ê

ù

û
ú
úv z

=
0 I
- L

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú0

ué

ë
ê
ê

ù

û
ú
úv
+

0é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úf

(9)

记 A =
0 I
- L

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú0
,由式(8)和(9)得

r忆( z) + P忆( z)
u( z j)
鄣zu( z j

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú)
= AP( z)

u( z j)
鄣zu( z j

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú)
+

0é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úf
+ Ar( z)

进一步可以得到

P忆( z) = AP摇 ( z j - 1 < z < z j)

P( z j) =
I 0
0

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ì

î

í

ïï

ïï I
(10)

r忆( z) = Ar +
0é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úf
摇 ( z j - 1 < z < z j)

r( z j)

ì

î

í

ïï

ïï = 0
(11)
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可以用合适矩阵来近似算子 L,进而近似 A,方程

(10)成为一阶矩阵常微分方程初值问题,式(9)成
为一阶向量常微分方程初值问题。 用常用算法可求

解方程(10)和(11),即可得到 P( z j - 1)和 r( z j - 1)。
将 P( z j - 1 ) 和 r( z j - 1 ) 写成分块矩阵的形式,

P( z j - 1) =
P11 P12

P21 P
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

22
,r( z j - 1) =

r1
r

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2
。

分别令式 (5) 和 (6) 中, z = z j - 1 和 z j,结合式

(8),可以得到关于 Q,Y,g 和 h 的递推公式,即
Q(zj -1) = (P21 +P22Q(zj))(P11 +P12Q(zj)) -1

Y(zj -1) =Y(zj)(P11 +P12Q(zj)) -1

g(zj -1) =P22g(zj) + r2 -Q(zj -1)(P12g(zj) + r1)
h(zj -1) = h(zj) -Y(zj -1)(P12g(zj) + r1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )

(12)

由式(6)通过式(12)分别算出 k = m - 1,…,0
时的 Q( zk),g( zk)和 Y( zk),h( zk) 的值后,由鄣 zu
(x,z0) =Q( z0)u(x,z0) + g( z0)结合式(2),消去鄣zu
(x,z0),整理后,有式(13)成立

u(x,z0) = [Q( z0) + iB0] - 1[2iB0u + (x,z -
0 ) - g

( z0)] (13)
算出 u(x,z0)后,可得到 z = z0处的反射波

u - (x,z -
0 ) = u(x,z0) - u + (x,z -

0 )
由式(5)可得 u(x,zm) = Y( z0)u(x,z0) + h( z0)和 u
(x,zk) = Y( zk) - 1(u(x,zm) - h( z0)),k = 1, …,m -
1。

值得注意的是,因为方程(10)只与( z j - 1,z j)段
的波导结构有关,若有若干小段波导结构皆相同,只
需求解一次式(10)即得到这些小段上的状态转移

算子。 同理,若有若干小段除波导结构外 f 的相应

点的值也皆相同,只需求解一次式(11)即可。
此算法的优点是将原微分方程的边值问题转变

成关于算子 P 及向量函数 r 的微分方程初值问题,
并且算子 P 的计算充分地利用了结构的重复性和

周期性。 即使非齐次项不具有周期性,也只需要计

算每小段中的 r 的初值问题,并不增加太多的计算

量。 因此大大减少了存储量和计算量。
当 A 不依赖于 z 时,式(10)的解为 P( z j - 1) =

eA( z j - 1 - z j),若输入有误差而求解过程精确,根据 A 结

构,经过简单分析可知,P( z j - 1)的相对误差增加不

多,绝对误差约是 e2N( z j - z j - 1)的放大因子,其中 N 是 L
离散近似矩阵的阶数。 因此当 N( z j - z j - 1)不太大

时计算是稳定的,但当 N( z j - z j - 1) 较大时会出现数

值不稳定。 因此,计算时 N( z j - z j - 1)不宜过大。

3摇 算例

本节考虑两个算例。 使用第 2 节介绍的数值算

法来计算 COST 268 模型[6] 中的例子。 这是一个具

有短波长、高对比性的 Bragg 光栅的光波导。 该波

导分为三层,下面一层是 SiO2 层,折射率 ns;中间

层,即中心层,是 Si3N4层,假设厚度为 dg = 0郾 5 滋m,
折射率 ng;上面一层为空气层,折射率 na。 这种三

层的厚板型波导,从介质构造来看,层与层之间的折

射率存在很大的差异,在中心层是带有短格栅的。
波导的图示如图 1。

图 1摇 波导格栅的示意图

Fig. 1摇 Bragg grating in a planar waveguide

对于格栅,假设它的“牙冶和“槽冶的宽度都是

0郾 215 滋m,也就是格栅的周期是 0郾 43 滋m。 设波导

有 20 个槽,即 m = 39,z j - z j - 1 = 0郾 215, j = 1,…,m。
设槽的深度 de = 0郾 125 滋m,下面层的厚度取为 1
滋m,中间层(核心层)取为 0郾 5 滋m,上面空气层的厚

度取为 1 滋m。
在通过 PML 技术进行截断时,取两端 PML 层

为 0郾 25 滋m,N = 119。 在离散 PML 层时,按照文献

[5,7]进行选取,即 滓( x) = S滓0 ( x)在 x 正方向的

PML 层,也就是当 D < x < H,将 滓(x)取为如式(14)
的多项式

滓0(x) = (p + 1 () x - H
D - )H

p
(14)

其中,S 是一个标量参数,取 p = 3,S = 600。
例 1:为了比较算法,先考虑 f以0 的特例,即齐

次情形。 设只有入射波,入射波为基波,计算 TE 下

基波能量的传播率 T(姿)、反射率 R(姿)和损失率 L
(姿) = 1 - T(姿) - R(姿)对波长 姿 的依赖关系,波
长从 0郾 8 滋m 到 1郾 6 滋m。 计算结果与文献[3]的结

果吻合,见图 2。

例 2:对于有内光源, f ( x, z) (= sin 仔 (2 1 +

x ) )D ,又有入射波的波导。 波长为 1郾 8 滋m,入射波

为基波。 数值结果如图 3 所示。
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图 2摇 传播率、反射率和损失率与波长的

依赖关系(当入射波为基波时)
Fig. 2摇 Relation between the transmitted ratio, reflected ratio

and loss ratio of the incident wave and the wavelength
(when the incident wave is the fundamental mode)

图 3摇 在 TE 模型中入射波、反射波和传播波的图示

Fig. 3摇 The incident wave ( the fundamental TE mode) and
the corresponding reflected wave and transmitted wave

数值算例表明,上述计算过程稳定,存储空间的

需求小,计算量小,计算结果精确可靠。

4摇 结论

本文给出了求解二维分段波导结构的非齐次导

波方程的算法格式,是基于 DtN 映射和状态转移算

子发展得到的。 此算法化边值问题为“初值问题冶,
充分利用结构的周期性,大大节省了存储空间和计

算时间。 对于周期长度与横向离散格点数之积不太

大的周期光波导计算,此算法是一个高效的算法。
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An algorithm of the transfer operator P for a non鄄homogeneous
waveguide equation based on Dirichlet鄄to鄄Neumann maps

WANG Yin摇 HUANG JinYang
(School of Science, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: An algorithm for the equation of a guided wave with an internal light source, i. e. a non鄄homogeneous
Helmholtz waveguide equation, based on Dirichlet鄄to鄄Neumann(DtN) maps, where the boundary value problem of
the waveguide equation is changed to an initial value鄄like problem (IVP) which can be computed in a segmented
manner by marching along the propagation direction is described, and the state transfer operators have been con鄄
structed. Two numerical examples are given which demonstrate that the algorithm is an efficient algorithm for peri鄄
odic waveguide problems.
Key words: non鄄homogeneous Helmholtz waveguide equation; periodic structure; state transfer operator; Dirichlet鄄

to鄄Neumann maps
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