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一类混杂构形的特征多项式
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摘　要 : 研究了一类由超平面和球面所构成的特殊的混杂构形 ,讨论了混杂构形的相交集的交半格以及混杂构形

与原超平面构形的 MÊbius函数之间的关系 ,接着推广到多于一个球面的较为复杂的混杂构形 ,最后给出了混杂构

形的特征多项式和房的计算公式。
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　　设R为实数域 , V 为R上的 n 维向量 ,任取一

组基 e1 , e2 , ⋯, en ,则R中任一向量 v可唯一表示为

v = ( x 1 , x 2 , ⋯, x n) ∈R 。集合 H = { ( x 1 , x 2 , ⋯,

x n) ∈R |α1 x 1 +α2 x 2 + ⋯+αnx n = b}叫做一个超

平面。R中有限个超平面的集合叫做超平面构形。

由于构形兼有组合与拓扑两种结构 ,所以许多数学

家都致力于由构形的组合信息来研究它的拓扑结

构 ,并得到了一些好的结果。首先给出混合构形[1 ]

的定义。

定义 1　混杂构形 ～A = { A 0 , A 1 , ⋯, A m }是 R l

中的闭子空间 (在诱导拓扑下)的有限集 ,满足如下

条件 :

(1) ～A 在相交意义下是闭的 ;

(2) 每个 A i 都微分同胚于某一维数的子空间

或球面 ;

(3) 每两个子空间都横截相交 (若交不空) 。

在一篇即将发表的论文中 ,苏丹研究了由中心

构形和球面构成的混杂构形的一些组合性质。本文

首先研究了由 R l 中有限个超平面和一个球面构成

的混杂构形。用 A 表示 R l 中这有限个超平面构成

的实构形 ,用 S l - 1
r 表示半径 r充分大且球心在原点

的球面 ,这样就构成了混杂构形 ～A = A ∪S l - 1
r 。从

组合学的角度讨论了混杂构形 ～A = A ∪S l - 1
r 的相

交偏序集 ,并给出了混杂构形 ～A 与超平面构形 A

的 MÊbius函数之间的关系以及混杂构形的特征多

项式和房的计算公式。接着 ,在此基础上推广 ,研究

了由多个球面与超平面构形构成的混杂构形 ,并得

出了其房的计算公式。

1　预备知识

设 A = { H1 , H2 , ⋯, Hn}是 R l 中的实超平面

构形 ,记 ～A = A ∪S l - 1
r 为混杂构形 ,其中 S l - 1

r 是 R l

中的以原点为球心的 l - 1 维球面 ,它与 A 中每个

平面都横截相交 ,且半径 r充分大 ,使得 L 0 ( A ) =

{ X ∈L ( A ) :dim X = 0} < S l - 1
r 。

设 L = L ( ～A )是 ～A 中元素的非空交集合的全

体 , X , Y ∈L ( ～A )。定义 L 上的偏序关系 : X≤Y Ζ
X Β Y。定义 L ( ～A )上的秩函数为 r ( X ) = codim

( X) 。定义 L ( ～A )上的交为 : X ∧ Y = ∩{ Z : Z ∈

L ( ～A ) , X ∪Y Α Z} ;若 X ∩Y ≠ª,定义并为 : X ∨

Y = X ∩Y。定义 L ( ～A )上 MÊbius函数 :

∑
X≤Z≤Y

　

μ( X , X) = 1 , 　　X ∈L ( ～A )

μ( X , Z) = 0 , X , Y , Z∈L ( ～A )且 X < Y

μ( X , Y) = 0 , 　　其他
设μ( X) =μ(̂0 , X) ,则μ(̂0 ) = 1。定义特征多项式

为χ( ～A , t) = ∑
X ∈L ( ～A )

μ( X) tdim ( X)。[2 ]

定义超平面 A 的房为补空间 M 的连通分支 ,

其中 M = R l - ∪
H∈A

H ,用 C ( A )表示 A 的房的集

合 ,则有| C ( A ) | = ( - 1) lχ( A , - 1) = r ( A ) ,且有

界的房为 b ( A ) = ( - 1) l - dim ( A )χ( A , 1) 。同样 ,定

义 ～A 的房为补空间 ～M 的连通分支 ,其中 ～M =

R l - ∪
H∈～A

H - S l - 1 ,用 C ( ～A )表示 ～A 的房的集合。

显然 , ～A 的房由 A 的有界的房与被球面分开的无界



的房组成 ,所以有| C ( ～A ) | = 2| C ( A ) | - b ( A ) 。

2　由一个球面与一组超平面构成的
混杂构形

　　设 L ( S l - 1) = { X ∩S l - 1 : X ∈L ( A ) } ,定义映

射 f : L ( A ) \ L 0 ( A )  L ( S l - 1 ) 为 f ( X m + 1 ) =

S l - 1 ∩X m + 1 = S m。

引理 1　上面定义的映射 f : L ( A ) \ L 0 ( A ) 
L ( S ) l - 1是保序双射。

证明 :对 Π S m ∈L ( S l - 1) , 0 ≤m ≤l - 1 ,则必存在

唯一的子空间 X m + 1∈L ( A ) \ L 0 ( A )包含 S m 且满

足 S m = S l - 1∩Xm + 1。反过来 ,对 Π Xm + 1 ∈L ( A ) \

L 0 ( A ) ,都 ϖ S l - 1∩X m + 1∈L ( S l - 1) 。

因此 , f 是双射 ,下面证明 f 也是保序的。对 Π
Xm + 1 , Xn + 1 ∈L ( A ) \ L 0 ( A ) ,设 Xm + 1 Α Xn + 1 , n ≥

m ,则有 X m + 1 ∩S l - 1 Α X n + 1 ∩S l - 1 ,即 S m Α S n。

反之 ,对 Π S m , S n ∈L ( S l - 1 ) ,若 S m Α S n ,则有

S m = S l - 1 ∩X m + 1 Α S l - 1 ∩X n + 1 = S n ,即 X m + 1 Α
X n + 1。所以 , f 是保序映射。证毕。

定理 2　L ( ～A ) = L ( A ) ∪L ( S l - 1) , L ( A ) ∩

L ( S l - 1) = ª, L ( ～A )与 L ( S l - 1)都是交半格。

证明 :由 ～A = A ∪S l - 1 , Π X ∈L ( ～A ) , X 只有两种

情况 :

(1) 若 X 是某一子空间 ,则必 ϖ H1 ⋯Hk ∈L

( A ) ,使得 X = ∩
k

i = 1
Hi ,1≤k ≤n ,所以 X ∈L ( A ) 。

(2) 若 X 是某一球面 ,不妨设 dim X = m ,则存

在唯一的子空间 X m + 1 ∈L ( A )使得 X m 是X m + 1子

空间内的 m 维球面 ,并且有 X m = S m = X m + 1 ∩

S l - 1 ,所以有 X m ∈L ( S l - 1) 。

综上得 L ( ～A ) = L ( A ) ∪L ( S l - 1)且 L ( A ) ∩

L ( S l - 1) = ª。
显然 , L ( A )是一交半格 ,下面证明 L ( S l - 1)也

是一交半格。先定义 L ( S l - 1)上的偏序关系 :

S m≤S n Ζ S m Β S n ,其中 S m , S n ∈L ( S l - 1 ) 。若

S m ∩S n≠ª,则定义 S m ∨S n = S m ∩S n ; S m ∧S n =

∩{ Z : Z∈L ( S l - 1 ) , S m ∪S n Α Z}。由定义可知 ,

S m∧S m = S m , S m ∧S n = S n ∧S m。对 Π S i , S j ,

S k ∈L ( S l - 1 ) ,设 S i = X i + 1 ∩S l - 1 , S j = X j + 1 ∩

S l - 1 , S k = X k + 1∩S l - 1 ,则有 S i ∧S j = ∩{ S : S ∈L

( S l - 1) , S i ∪S j Α S } = ∩{ X dim S + 1 ∩S l - 1 : ( X i + 1 ∩

S l - 1) ∪ ( X j + 1 ∩ S l - 1 ) Α X dim S + 1 ∩ S l - 1 } =

( ∩{ X dim S + 1 : X i + 1 ∪ X j + 1 Α X dim S + 1 } ) ∩S l - 1 =

( X i + 1 ∧X j + 1) ∩S l - 1 ∈L ( S l - 1)

因此有 ( S i ∧S j) ∧S k = ( ( X i + 1 ∧X j + 1) ∧X k + 1) ∩

S l - 1 = ( X i + 1∧( X j + 1 ∧X k + 1) ) ∩S l - 1 = S i ∧( S j ∧

S k)

所以 , L ( S l - 1)是交半格。

最后证明 L ( ～A ) 也是交半格。对 Π X i ∈L

( A ) , Π S j ∈L ( S l - 1) ,设 S j = X j + 1 ∩S l - 1 , X j + 1 ∈

L ( A ) ,则有 X i ∧S j = ∩{ Z∈L ( ～A ) : X i ∪S j Α Z} ,

X i ∧X j = ∩{ Z∈L ( A ) : X i ∪X j Α Z}

显然 , X i ∧S j Α X i ∧X j。

记 X i ∧S j = Y ,则 Y 必是一子空间。若不然 ,

设 Y ∈L ( S l - 1 ) ,则存在唯一子空间 X dim Y + 1 ∈L

( A )包含 Y ,并且有 Y = X dim Y + 1∩S l - 1 ,由 Y 的定

义知 X i ∪S j Α X dim Y + 1 ∩S l - 1 ,则有 X i ∪S j Α
X dim Y + 1 ,而 X i Α S l - 1与 X i ∈L ( A )矛盾。所以 , Y

是一子空间 ,由 S j Α Y 得知 Xj + 1 Α Y ,即有 Xi ∧Xj Α
Xi∧S j。所以 X i ∧S j = X i ∧X j = X i ∧( X j + 1 ∩

S l - 1) 。

对Π X m , X n ∈L ( A ) , Π S i , S j ∈L ( S l - 1 ) ,设

S i = X i + 1∩S l - 1 , S j = X j + 1 ∩S l - 1 ,则有

( Xm ∧S i) ∧S j = ( Xm ∧Xi + 1) ∧( Xj + 1 ∩S l - 1) =

( X m ∧ X i + 1 ∧ X j + 1 ) ∩ S l - 1 = X m ∧ ( ( X i + 1

∧X j + 1) ∩S l - 1) = X m ∧( S i ∧S j)

( X m ∧S i ) ∧X n = ( X m ∧X i + 1) ∧X n = X m ∧

( X i + 1 ∧X n) = X m ∧( S i ∧X n)

由上可知 L ( ～A )是交半格。证毕。

定理 3　设 X m ∈L ( ～A ) ,若 X m ∈L ( A ) ,则

μ～A ( X m ) =μA ( X m ) ;若 X m ∈L ( S l - 1) ,则存在唯一

的子空间 X m + 1 ∈L ( A )包含球面 X m ,且满足 X m =

S m = X m + 1∩S l - 1 ,则μ～A ( X m ) = - μA ( X m + 1) 。

证明 : (1)若 X m ∈L ( A ) ,用归纳法证明。

m = l 时 ,μ～A ( X l ) =μ～A ( R l ) =μA ( R l ) = 1 ;

m = l - 1时 ,μ～A ( X l - 1) = - μ～A ( R l) = - μA ( R l) =

μA ( H) = - 1。

设 n > m 时有μ～A ( X n ) =μA ( X n )成立 ,则有

μ～A ( X m ) = - ∑
Y≤X

m

μ～A ( Y ) = - ∑
Y≤X

m

μA ( Y ) =μA

( X m ) 。所以 ,μ～A ( X m ) =μA ( X m )成立。

(2) 若 X m ∈L ( S l - 1 ) ,则存在唯一的子空间

X m + 1 ∈L ( A ) 包含球面 X m ,且满足 X m = S m =

X m + 1∩S l - 1。设{ Ym + 1 ∈L (～A ) : Ym + 1 < S m , S m ∈

L ( S l - 1) } = { X m + 1 , S m + 1
1 , ⋯, S m + 1

k } ,即 L ( ～A )中

包含 S m 的所有 m + 1 维元为等式右边所列 ,则有

·802· 北京化工大学学报　　　　　　　　　　　　　　　　　2007年



S m = X m + 1∩S m + 1
1 ∩⋯∩S m + 1

k 。由于 f 是保序双

射 ,故 ϖ X m + 2
1 , ⋯, X m + 2

k ∈L ( A ) 满足 S m + 1
i =

X m + 2
i ∩S l - 1 , i = 1 , ⋯, k ,所以有

S m = X m + 1 ∩( X m + 2
1 ∩S l - 1 ) ∩⋯∩( X m + 2

k ∩

S l - 1) = ( X m + 1 ∩X m + 2
1 ∩⋯∩ X m + 2

k ) ∩S l - 1 =

X m + 1∩S l - 1

所以 X m + 1 = X m + 1 ∩X m + 2
1 ∩⋯∩X m + 2

k = X m + 2
1 ∩

⋯∩X m + 2
k 。

假设还存在 X m + 2
k + 1 ∈L ( A )满足 X m + 1 Α X m + 2

k + 1 ,

由 f 是双射知 ϖ S m + 1
k + 1 ∈L ( S l - 1 ) 使得 S m + 1

k + 1 =

X m + 2
k + 1 ∩S l - 1。又 S m Α Xm + 1 Α Xm + 2

k + 1 , S m = Xm + 1 ∩

S l - 1 ,所以 S m Α X m + 2
k + 1 ∩S l - 1 = S m + 1

k + 1 ,即 S m Α
S m + 1

k + 1与所设矛盾 ,所以包含 X m + 1的 m + 2 维子空

间只有 X m + 2
1 , ⋯, X m + 2

k 。

下面再用归纳法证明 :

m = l - 1 时 ,μ～A ( S l - 1 ) = - μ～A ( R l ) = - μA

( R l) = - 1 ;

假设 n > m 时已有结论μ～A ( X n ) = - μA

( Xn + 1)成立 ,其中 Xn = Xn + 1∩S l - 1 ,则有μ～A ( Xm) =

- ∑
Y < X

m

μ～A ( Y) = - (μ～A ( X m + 1) + ∑
k

i = 1

μ～A ( S m + 1
i ) +

∑
k

i = 1

μ～A ( Xm + 2) + ∑
i∈E

μ～A ( S m + 2
i ) + ∑

i∈E

μ～A ( Xm + 3) +

⋯+μ～A ( S l - 1) +μ～A ( Rl) ) ,由假设知 ∑
k

i =1

μ～A ( S m + 1
i ) +

∑
k

i = 1

μ～A ( X m + 2 ) = 0 , ⋯, ∑
i∈E

μ～A ( S m + 2
i ) + ∑

i∈E

μ～A

( X m + 3) = 0 , ⋯,μ～A ( S l - 1) +μ～A ( R l) = 0 ,故上式 =

- μ～A ( X m + 1) = - μA ( X m + 1) 。证毕。

推论 4 　χ ( ～A , t ) = ( 1 -
1
t

) χ ( A , t ) +

1
t ∑X ∈L

0
( A )

μA ( X , t)

证明 :设χ( A , t) = tl + a1 tl - 1 + a2 tl - 2 + ⋯+ al - 2 t2 +

al - 1 t + ∑
X∈L 0

( A )

μA ( X , t) ,则有

χ(～A , t) =χ( A , t) - ( tl - 1 + a1 tl - 2 + a2 tl - 3 +

⋯+ al - 2 t + al - 1 ) =χ ( A , t ) -
1
t

(χ ( A , t ) -

∑
X∈L

0
( A )

μA ( X , t ) ) = (1 -
1
t

)χ( A , t ) +
1
t ∑X ∈L

0
( A)

μA ( X , t)

证毕。

推论 5　| C ( ～A ) | = ( - 1) lχ( ～A , - 1) - |χ

( A ,1) | + ( - 1) l ∑
X∈L

0
( A )

μA ( X , - 1)

3　由多个球面与一组超平面构成的
混杂构形

　　对上面所讨论的混杂构形 A 作进一步推广 ,若

L 0 ( A ) ≠ª,不妨记 L 0 ( A ) = { pi ∈A , i = 1 , ⋯,

k} ,令 A i = { H ∈A | pi ∈H} , i = 1 , ⋯, k。然后在

R l中分别以 p1 , p2 , ⋯, pk 为球心 , r1 , r2 , ⋯, rk 为

半径 ,作 k 个 l - 1 维的小球面 S l - 1
r
1

, S l - 1
r
2

, ⋯,

S l - 1
r

k
。让半径 r1 , r2 , ⋯, rk 充分小 ,使所有小球面

都包含在大球面内 ,并且任意两个小球面都互不相

交。由此 , 可以得到 k 个小混杂构形 ～B 1 =

∪
k

i =1
～A 1 ∪S l - 1

r1
, ～B 2 = ∪

k

i = 1
～A 2 ∪S l - 1

r2
, ⋯, ～B k =

∪
k

i = 1
～A k ∪S l - 1

r
k
。这样就构成了新的复杂的混杂构

形 ～B = ∪
k

i = 1
～B i ∪S l - 1

r ,下面的定理给出了混杂构

形 ～B 的性质。

定理 6 　混杂构形 ～B 的房的个数为 :

| C ( ～B ) | = ( - 1) lχ( ～A , - 1) - |χ( A , 1) | + ( -

1) l ∑
X∈L

0
( A )

μA ( X , - 1) +
1
2 ∑

k

i = 1

( - 1) lχ( B i , - 1) 。

证明 :由观察很容易发现 | C ( ～B ) | = | C ( ～A ) | +

1
2 ∑

k

i = 1
| C ( ～B i) | ,而| C ( ～B i) | = ( - 1) lχ( A i , - 1) ,

所以可得| C(～B ) | = ( - 1) lχ(～A , - 1) - |χ( A ,1) | +

( - 1) l ∑
X∈L

0
( A)

μA ( X , - 1) +
1
2 ∑

k

i = 1

( - 1) lχ( B i , - 1) 。

证毕。

4　应用举例

例 1　若 A 是中心构形 ,则由上面的推论可以

得到χ( ～A , t ) = (1 -
1
t

)χ( A , t ) +
1
t
μA (̂1 ) , | C

( ～A ) | = ( - 1) lχ( ～A , - 1) + ( - 1) lμA (̂1 ) 。

例 2　对 n 维一般位置构形 A = { H1 , H2 , ⋯,

Hm} ( m ≥ n ) ,有[3 ]χ ( A , t ) = t n - C1
m t n - 1 +

C2
m t n - 1 + ⋯+ ( - 1) nCn

m , | C ( A ) | = r ( A ) = C0
m +

C1
m + ⋯+ Cn

m , b ( A ) = Cn
m - 1 ,所以由推论可得到 :

χ( ～A , t) = (1 -
1
t

)χ( A , t) +
1
t ∑X∈L

0
( A)

μA ( X , t) =
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C0
m + 1 t n - C0

m + 1 t n - 1 + ⋯ + ( - 1 ) n - 1 Cn
m + 1 +

( - 1) nCn
m ,| C(～A ) | = 2| C( A) | - b ( A) = 1 + C1

m + 1 +

C2
m + 1 + ⋯+ Cn

m + 1 + 2 Cn
m - Cn

m - 1。

例 3 　如右图所示为

一 R2 中的复杂的混杂构

形 ～B , L 0 ( A ) = { p1 , p2 ,

p3 , p4} ,计算其房的个数

| C ( ～B ) | 。

由定理 6可得 :

C| ( ～B 1) | = 6 , | C(～B 2) | =

4 , | C ( ～B 3) | = 4 , | C ( ～B 4) | = 4 ,所以有| C ( ～B ) | =

　　

18 + 6 + 4 + 4 + 4 = 36。
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Synthesis of diglycerides by enzymatic esterif ication using immobilized
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Abstract : Enzymatic synthesis of diolein using oleic acid and glycerol as substrates for immobilized lipase from

Candida sp . 992125 has been studied in a solvent2f ree system. The immobilized lipase from Candida sp . 992
125 and different commercial lipases were compared under same reaction conditions. Of three ways of removing

water produced in the reaction , spontaneous evaporation was found to be most effective. After optimization of

reaction conditions , the conversion of oleic acid can reach a maximum of 92164 % and the amount of diacylglyc2
erol (DA G) in the product can reach 66116 % when using a substrate ratio (oleic acid to glycerol) of 2∶1 , reac2
tion temperature of 50 ℃, and enzyme dosage of 0160 g/ 5165 g oleic acid.
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