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双 L佴vy 跳扩散模型下的欧式期权定价

南嘉欣摇 王摇 利*

(北京化工大学 数理学院, 北京摇 100029)

摘摇 要: 主要讨论在带 L佴vy 跳的 Vasicek 随机利率模型下,当标的资产的价格也由带 L佴vy 跳的模型给出时,用标

的资产和零息债券两种计价单位对相应的欧式期权进行定价。 计算中主要用到计价单位转换原理,即将风险中性

测度下的计算转换到两种计价单位对应的概率测度下进行,得到了双 L佴vy 跳扩散模型下的欧式期权定价公式。
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引摇 言

金融衍生产品的定价问题是金融界的热门研究

问题,而由利率市场变化引发的衍生产品定价问题

成为目前金融理论研究和实践研究的一个热点。
Deng 等[1]研究了 Vasicek 利率模型下的零息债券和

无红利股票期权的定价问题;Carr 等[2] 研究了 L佴vy
跳扩散过程下的期权定价并给出定价公式;郭精军

等[3]研究了 Vasicek 随机利率和标的资产服从次分

数布朗运动环境下的欧式期权定价公式;钱晓松[4]

选取不同计价单位以及相应的概率测度,简化了一

些期权定价中复杂的理论,得到了连续随机利率模

型下欧式期权的定价公式。 由于 L佴vy 过程具有左

极右连及无限可分的特性,可以更好地刻画金融市

场中随时都在发生的小幅跳跃行为及罕见的大幅波

动行为,因此本文在文献[4]的基础上研究了当利

率与标的资产均由带 L佴vy 跳的随机模型给出时的

欧式看涨期权的定价问题。

1摇 带 L佴vy 跳的利率与标的资产模型

1郾 1摇 带 L佴vy 跳的 Vasicek 利率模型

设有一个概率空间(赘,F,Ft{0臆t臆T},Q),Ft 是

t 时刻的满足通常条件的域流,即 Ft 是右连续且单

调增的,Q 是风险中性概率测度。 Vasicek[5] 于 1977
年提出的利率结构模型为

dr( t) = k(着 - r( t))dt + vdW( t),t逸0 (1)
式中,r( t)为短期利率,W( t)为布朗运动,k、着、v 均

为大于 0 的常数,其中 k 为拉力,着 为利率的长期平

均水平。 之后,Bj觟rk 等[6]将其推广至由泊松点过程

和布朗运动两个不确定因素联合驱动的利率结构模

型,即利率 r( t)满足如下随机微分方程

dr( t) = k(a - r( t))dt + 滓rdW1( t) + 乙+肄

-1
y(N1

(dt,dy) - 姿1q(dy)dt),t逸0 (2)
r(0) = r,式(2)即为带 L佴vy 跳的 Vasicek 利率模型。
其中,k、a、滓r 均为大于 0 的常数;{W1 ( t)} t逸0 为标

准布朗运动;N1 (dt,dy) = 移
t > 0

啄( t,Uj) (dt,dy)为[0,

T] 伊 ( - 1, + 肄 ) 上对等于一个复合泊松过程

(N1( t), ( U j ) j逸1 ) 的 时 齐 泊 松 随 机 测 度, 记 为

寛N1(dt,dy) = N1(dt,dy) - 姿1q(dy)dt;姿1q(dy)dt 为
N1(dt,dy)的补偿测度;常数 姿1 为泊松过程 N1 ( t)
的强度;(U j) j逸1为平方可积的独立同分布随机变量

序列;q(dy)为相应的概率测度;(U j) j逸1表示跳跃的

幅度且 U j > - 1。
1郾 2摇 标的资产

在风险中性测度 Q 下,考虑期权标的资产的价

格 S( t)为[7]

dS( t) = S( t) [ r( t) dt + 滓dW2 ( t) + cd寛N2 ( t)],
t逸0 (3)
式中,滓 是大于 0 的常数,{W2( t)} t逸0为标准布朗运



动,r( t)为式(2)的解,{N2( t)} t逸0是强度为 姿2 的泊

松过程,c 为常数, 寛N2 ( t) = N2 ( t) - 姿2 t。 由 It觝 公

式[7]有

S( t) = S(0) (1 + c) N2( t) {exp 乙t
0
( r( s)) ds +

滓W2( t) - 1
2 滓2 t - c姿2 }t ,t逸0 (4)

即 c > - 1 时,S( t)是一个严格正的价格过程。 令

N2(dt,dx)为由 寛cN2 ( t)对应的泊松随机测度,强度

为 姿2dt自(dx),很容易得到 自(dx)是集中在{ c}上的

点测度。

2摇 泊松随机测度

在给定的市场与概率空间(赘,F,Ft{0臆t臆T},Q)
中,短期利率 r( t)Ft 可测。 设置局部无风险资金账

户 B( t) {= exp 乙t
0
r( s) d }s ,取定 Q 为一个风险中

性鞅测度,即对市场上任意资产的价格过程 鬃( t),
其贴现过程 鬃( t) / B( t)为 Q 鞅。

引理 1[7] 摇 设在测度 Q 下,{Wt} t逸0为标准布朗

运动,N( dt,dx)是定义在[0,T] 伊 R 上的强度为

姿dt自(dx)的泊松随机测度,H( x)满足 乙
R
| H( x) |·

自(dx) < 肄 ,则存在与测度 Q 等价的鞅测度 寛Q,若有

孜t {= exp 滓Wt -
1
2 滓2 t (+ 乙

R
lgH(x)N((0,t],dx) -

t 乙
R
(H(x) - 1)自(dx ) }) (5)

使得d 寛Q
dQ Ft = 孜t,且在 寛Q 测度下 寛Wt =Wt - 滓t 为标准

布朗运动,寛N(dt,dx) = N(dt,dx) - 姿dtH( x) 自(dx)
为泊松测度。

引理 2[7](Doleans鄄Dade 指 数 公 式 ) 摇 若 { X
( t)} t逸0是一个跳扩散过程,那么 X 的 Doleans鄄Dade
指数公式有如下形式

ZX(t) {= exp Xc( t) - 1
2 [Xc,Xc]( t }) 仪

0臆s臆t
(1 +

驻X( s)),t逸0 (6)
这个过程是满足初始条件 ZX(0) = 1 的随机微

分方程 dZX( t) = ZX( t - )dX( t)的解。
引理 3[1] 摇 在上述概率空间中,若利率 r( t)满

足式(2),则到期日为 T 的零息债券在时刻 t 的价格

b( t,T) = exp{A( t,T) + G( t,T) r( t)},b(T,T) = 1。

其中 G( t,T) = 1
k [ - 1 + e - k(T - t)],且 A( t,T)满足

鄣A( t,T)
鄣t + 鄣G( t,T)

鄣t r + 1
2 滓2

rG2 ( t,T) + kaG( t,

T) - krG( t,T) - r + 姿1[eG( t,T)y - 1 - yG( t,T)] = 0
(7)

{W1 ( t )} t逸0, { W2 ( t )} t逸0, { N1 ( t )} t逸0,
{N2( t)} t逸0,(U j) j逸1是相互独立的,利率由式(2)给
出,以标的资产 S( t)与零息债券 b( t,T)两种计价单

位来对欧式看涨期权进行定价。

3摇 定理及证明

定理摇 在市场利率和标的资产的价格分别由式

(2)、(3)给出的双 L佴vy 跳的市场环境中,到期时间

为 T,执行价格为 K,欧式看涨期权在零时刻的价格

C(0,S (0)) = EQ [B -1 (T) ( S (T) - K) + ] =

移
肄

m =0
移
肄

n =0

e - (姿1 +姿2)T(姿1T)m(姿2T)n

m! n! [S(0)E[椎(dm,n
1 )] -

e - 姿1UTKb(0,T)E[椎(dm,n
2 ) eG( t,T)移

m

j = 1
Uj ]] (8)

式中,E[·]为对独立同分布随机变量序列(U j) j逸1的

函数期望,椎(y) = (1 / 2仔) 乙y
-肄

e - x2 / 2dx 为标准正

态分布的累计分布函数,有

E( 寛U1) = 乙+肄

-1
(eG( t,T)y - 1)q(dy)

驻( t) = 滓2 + G2( t,T)滓2
r

寛W( t) = 乙t
0

- 滓d 寛W2( s) + G( s,T)滓rd 寛W1( s)
驻( s) ds

dm,n
1 [= ln S(0)

Kb(0,T) + 1
2 乙

T

0
驻2 ( t) dt - 姿1T·

E( 寛U1) - 姿2 ( 1 + c ) T [- ln 仪
m

j = 0
eG( t,T)Uj

(

·

1
1 + )c ] ]

n 乙T
0
驻2( t)dt (9)

dm,n
2 [= ln S(0)

Kb(0,T) - 1
2 乙

T

0
驻2 ( t) dt - 姿1T·

E( 寛U1) [+ ln 仪
m

j = 0

1
eG( t,T)Uj

(1 + c) ] ]n 乙T
0
驻2( t)dt

(10)
证明摇 到期时间为 T 且执行价格为 K 的欧式

看涨期权的风险中性价格 C(0,S(0))满足

C(0,S(0)) = EQ [B - 1 (T) ( S(T) - K) + ] =
EQ[B - 1(T)S(T) I{S(T)逸K}] - KEQ[B - 1(T) I{S(T)逸K}]

(11)
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在此处,EQ 表示在风险中性测度 Q 下的期望。
对于 EQ[B - 1(T) S(T) I{S(T)逸K} ],以 S( t)作为计价

单位,将其测度变换到测度 QS;对于 EQ [B - 1 (T)
I{S(T)逸K}],以 b( t,T)作为计价单位,将其测度变换

到测度 Qb,R - N 导数分别为dQS

dQ Ft =
S( t)

S(0)B( t),

dQb

dQ Ft =
b( t,T)

b(0,T)B( t)。 经过上述变换式(11)变为

C(0,S(0)) = S(0)QS(S(T)逸K) - Kb(0,T)

Qb(S(T)逸K) = S(0)Q (S b(T,T)
S(T) 臆 1 )K - Kb(0,

T)Q (b S(T)
b(T,T)逸 )K (12)

定义 Y( t) = b( t,T) / S( t)和 Z( t) = S( t) / b( t,
T),先分别求出 Y( t)、Z( t)在测度 QS 和 Qb 下的表

达式,再分别计算 QS(S(T)逸K)与 Qb(S(T)逸K)。
引理 4摇 由 Girsanov蒺s 定理,经由测度变换

dQS

dQ Ft =
S(t)

S(0)B(t) = (1 + c)N2(t) {exp 滓W2(t) -

1
2 滓2 t - c姿2 }t (13)

在测度 QS 下,寛W2( t) = W2( t) - 滓t 为标准布朗

运动,寛N2(dt,dx) = N2 (dt,dx) - 姿2 (1 + c) 自(dx) dt
为泊松鞅。

dQb

dQ Ft = b( t,T)
b(0,T)B( t) = 乙t

0
乙肄

-1
eG( s,T)y N1 ( ds,

dy) {exp 乙t
0
G(s,T)滓rdW1 (s) - 1

2 乙
t

0
G2 (s,T)滓2

rds +

乙t
0
乙+肄

-1
(eG( s,T)y - 1)姿1q(dy)d }s (14)

在测度 Qb 下,寛W1( t) = W1( t) - 滓r 乙t
0
G( s,T)ds

为标准布朗运动,寛N1 (dt,dy) = N1 (dt,dy) - eG( t,T)y·

姿1q(dy)dt为泊松鞅测度。 寛N1(dt,dy)的局部特征为

姿b = 姿1(1 + E( 寛U1)),qb(dy) = eG( t,T)yq(dy)
1 + E( 寛U1)

。

引理 5摇 在测度 QS 下,Y(T)具有如下表达式

Y ( T ) = b(0,T)
S(0 ()

1
1 + )c

N2(T) 仪
N1(T)

j = 0
eG( t,T)Uj·

{exp 姿1 TE( 寛U1 ) - 1
2 乙

T

0
驻2 ( t) d t + 姿2 ( 1 + c) T +

乙t
0
驻( t)d寛W( t }) (15)

证明摇 由 It觝 公式,对于 b(t,T)和 1 / S(t)分别有

db( t,T)
b( t,T) = r( t)dt + G( t,T)滓rdW1( t) +

乙+肄

-1
(eG( t,T)y - 1) 寛N1(dt,dy) (16)

又在测度 QS 下有

寛N1(dt,dy) = N1(dt,dy) - 姿1q(dy)dt
d(1 / S( t))
1 / S( t) = - r ( t) dt - 滓dW2 ( t) + 滓2dt +

c姿2dt (+ - c
1 + )c dN2( t) (17)

且 Y( t) = b( t,T) / S( t),再由 It觝 公式可得

dY( t)
Y( t) = G( t,T)滓rdW1( t) + 滓2dt - 滓dW2 ( t) +

c姿2dt (+ - c
1 + )c dN2 ( t) + 乙+肄

-1
( eG( t,T)y - 1) 寛N1 ( dt,

dy) (18)
下面给出在测度 QS 下 Y ( T) 的表达式。 记

寛W1( t) =W1( t)。 由引理 4,寛W2( t) =W2( t) - 滓t 为标

准布朗运动,寛N2( t) = N2( t) - 姿2(1 + c) t,则有

dY( t)
Y( t) = G ( t, T ) 滓rd寛W1 ( t ) - 滓d寛W2 ( t ) +

乙+肄

-1
(eG( t,T)y - 1) 寛N1(dt,dy) (+ - c

1 + )c d寛N2( t) (19)

令 驻( t) = 滓2 + G2( t,T)滓2
r ,寛W( t) =

乙t
0

- 滓d 寛W2( s) + G( s,T)滓rd 寛W1( s)
驻( s) ds,即

dY( t)
Y( t) = 驻( t)d寛W( t) + 乙+肄

-1
(eG( t,T)y - 1) 寛N1(dt,

dy) (+ - c
1 + )c d寛N2( t) (20)

再由引理 2 可得到 Y(T)即为式(15)。
引理 6摇 在测度 Qb 下,Z(T)表达式为

Z ( T ) = S(0)
b(0,T) ( 1 + c ) N2(T) 仪

N1(T)

j = 1

1
eG( t,T)Uj

·

{exp -姿1TE( 寛U1) - 1
2 乙

T

0
驻2(t)dt - 乙T

0
驻(t)d寛W(t })

(21)
证明摇 类似地,对 Z( t) = S( t) / b( t,T)有
dZ( t)
Z( t) = 滓 dW2 ( t ) - G ( t , T ) 滓r dW1 ( t ) +

乙+肄

-1

1 - eG( t,T)y

eG( t,T)y (N1 ( dt,dy) - eG( t,T)y 姿1q( dy) dt) +

G2( t,T)滓2
r dt + cdN2( t) (22)

以下给出在测度 Qb 下 Z ( T) 的表达式。 记
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寛W2( t) =W2( t),寛W1( t) = W1( t) - 滓r 乙t
0
G( s,T)ds 为

标准布朗运动,寛N1(dt,dy) = N1(dt,dy) - eG( t,T)y姿1·
q(dy)dt 为鞅测度,则有

dZ(t)
Z(t) =滓d寛W2(t) - G(t,T)滓rd寛W1(t) + cdN2(t) +

乙+肄

-1

1 - eG( t,T)y

eG( t,T)y
寛N1(dt,dy) (23)

令 驻 ( t ) = 滓2 + G2( t,T)滓2
r , 寛W ( t ) =

乙t
0

- 滓d 寛W2( s) + G( s,T)滓rd 寛W1( s)
驻( s) ds,即

dZ( t)
Z( t) = - 驻 ( t ) d寛W ( t ) + cdN2 ( t ) +

乙+肄

-1

1 - eG( t,T)y

eG( t,T)y
寛N1(dt,dy) (24)

再由引理 2 可得 Z(T)即为式(21)。
在得到 Y(T)和 Z(T)的表达式后,对式(12)中

QS(S(T)逸K)进行如下计算。

QS(S(T)逸K) = Q (S b(T,T)
S(T) 臆 1 )K = QS (K·

Y(T)臆1) = QS(lnKY(T)臆0) = QS(lnK + lnY(T)臆
0) (25)

将 Y(T)的表达式(式(15))代入式(25),整理

得到

QS ( S ( T) 逸 K ) = Q (S 乙T
0
驻 ( t ) d寛W ( t ) 臆

ln S(0)
Kb(0,T) + 1

2 乙
T

0
驻2(t)dt -姿1TE(寛U1) -姿2(1 + c)T -

[ln 仪
N1(T)

j = 0
eG( t,T)U (j 1

1 + )c
N2(T

]
)

(26)

注意到在测度 Q 下随机积分 乙T
0
驻( t) d寛W( t)服

从均值为 0、方差为 乙T
0
驻2( t)dt 的高斯分布。

由于(U j) j逸1,{N1 ( t)} t逸0,{N2 ( t)} t逸0 相互独

立,在测度 QS 下,寛N1(dt,dy)的强度不变,利用全概

率公式得

QS ( S ( T ) 逸 K ) = 移
肄

m = 0
移
肄

n = 0

e - 姿1T(姿1T)m

m! ·

e - 姿2T(姿2T) n

n! EQS [ 椎 ( dm,n
1 )] = 移

肄

m = 0
移
肄

n = 0

e - (姿1 + 姿2)T(姿1T)m(姿2T) n

m! n! E[椎(dm,n
1 )] (27)

其中 dm,n
1 即为式(9)。

同理,对于式(12)中 Qb(S(T)逸K)有

Qb(S(T)逸K) =Q (b S(T)
b(T,T)逸 )K =Qb(ln(Z(T) /

K)逸0) = Qb(lnZ(T) - lnK逸0) (28)
将 Z(T)的表达式(式(21))代入式(28),整理

得到

Qb( S ( T ) 逸 K ) = Q (b 乙T
0
驻 ( t ) d寛W ( t ) 臆

ln S(0)
Kb(0,T) - 1

2 乙
T

0
驻2 ( t ) dt - 姿1TE ( 寛U1 ) +

(ln 仪
N1(T)

j = 1

1
eG( t,T)Uj

(1 + c) N2(T ) )) (29)

又因为在测度 Qb 下,寛N1 (dt,dy)的局部特征变

为 姿b = 姿1(1 + E( 寛U1)),qb(dy) = eG( t,T)yq(dy)
1 + E( 寛U1)

,则有

Qb(S(T)逸K) = 移
肄

m=0
移
肄

n =0

e -姿bT(姿bT)m

m!
e -姿2T(姿2T)n

n!

EQb[椎(dm,n
2 )] = 移

肄

m=0
移
肄

n =0

e -姿1(1 +U)T(姿1(1 +E(寛U1))T)m

m! ·

e - 姿2T(姿2T) n

n!
é

ë

ê
ê

E 椎(dm,n
2 )

仪
m

j = 1
eG( t,T)Uj

(1 + E( 寛U1))

ù

û

ú
úm
= 移

肄

m = 0
移
肄

n = 0

e -(姿1 +姿2)T(姿1T)m(姿2T)n

m! n! e -姿1TE(軌U1)E[椎(dm,n
2 ) eG(t,T)移

m

j =1
Uj ]

(30)

其中 dm,n
2 即为式(10)。

综合式(11)、(27)、(30),即可整理得到欧式看

涨期权的价格公式(8)。

4摇 结束语

本文研究利率和资产均服从 L佴vy 跳扩散模型

下的欧式看涨期权的定价问题。 在计算过程中利用

带跳的测度变换公式完成测度变换,利用 L佴vy鄄It觝
型积分公式与 Doleans鄄Dade 指数公式完成计价单位

转换的计算。 该模型可以更好地捕捉市场中的利率

波动以及适应利率市场环境,并且使用计价单位转

化原理使得定价问题变得简便。
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Pricing of European options in double L佴vy jump鄄diffusion models

NAN JiaXin摇 WANG Li*
(College of Mathematics and Physics, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: We obtain the princing formula for European options when the interest rate is given by Vasicek model
with L佴vy jumps. The underlying asset is also described by a model with L佴vy jumps( that is why we call double
L佴vy). The main method we used was to change the pricing numeraires, which can be achieved by changing the
measures by Girsanov transformations.
Key words: L佴vy jump diffusion model; zero鄄coupon bonds;numeraire;change of measure; option pricing
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