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一类带小扰动的 Raman 散射的数学模型研究
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(北京化工大学 数理学院, 北京摇 100029)

摘摇 要: 研究一类带小扰动的 Raman 散射的数学模型的相关问题,使用积分方程和 Banach 不动点定理证明初值问

题的解的存在唯一,并利用多重尺度法求解渐近解,再借助积分方程和 Gronwall 不等式得到渐近解的余项估计,从
而证明了渐近解的一致有效性。
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引摇 言

Raman 散射是基于光与物质作用后产生的对称

分布在 Rayleigh 散射光两侧的非弹性光散射效应,
可通过散射光与入射光相比频率的位移分析被散射

分子的组成和结构。 Raman 光谱技术广泛应用于食

品质量[1]、生物医药[2]、刑事侦查[3] 和环境保护[4]

等领域,因此对 Raman 散射的研究有着重要的实际

意义。
Lie 等[5]提出受激 Raman 散射中的分子振动模

型可以用阻尼和外部正弦场驱动的 Morse 振子的经

典方程来描述

y义( t) + 琢y忆( t) + (1 - e - y)e - y = Acos 棕t
式中,t 为时间变量,y 代表振子的振幅,也是时间 t
的函数,琢 为阻尼系数,A 为调制强度,棕 为驱动频

率。 他们利用四阶 Runge -Kutta 法得到数值解,当
阻尼系数 琢 在 0郾 001 ~ 0郾 4 之间(此时阻尼极限较

弱)且驱动频率 棕 较大时,以 棕 为横坐标,振子的

最大振幅 ymax为纵坐标建立坐标系作图,发现图像

中间部分会出现稳定的上下两个分支,即双稳态

现象,解到底收敛于哪个分支取决于初始条件和

驱动场的相位。 如果驱动频率从小到大开始变

化,随着驱动频率的增加,ymax的增长非常缓慢且

一直收敛于下分支,直到某一个临界点,ymax会突

然增大并跳到上分支,接下来又会迅速减小;如果

驱动频率从大到小变化,ymax将从上分支开始迅速

增大,直到某一个临界值,突然下降到下分支,体
现了解的滞后现象。 由于 Stokes 波强度的急剧增

长与分子振幅的突然增加有关,一般的谐振子模

型无法解释 Stokes 波强度的急剧增长现象,而

Morse 振子模型却可以很好地解释分子振幅的突

然增加,因此该模型可以用来描述受激Raman散射

中的分子振动,进而解释 Stokes 波强度的急剧增

长现象。
本文旨在研究受激 Raman 散射分子振动数学

模型在小阻尼且弱驱动下的初值问题

y义 + 着琢y忆 + (1 - e - y)e - y = 着2cos ( t + 着棕t)
y(0) = 0,y忆(0){ = 0

(1)

其中 着 是扰动系数,通常 0 < 着垲1,琢、棕 为正常数。
首先我们利用不动点定理证明初值问题(1)的解

是存在唯一的,进而利用摄动方法求出渐近解的

首项并给出余项估计,从而证明渐近解的一致有

效性。

1摇 解的存在唯一性

为证明解的存在唯一性,作变量代换,令
y( t) = 着v( t)

代入式(1)得



v义 + 着琢v忆 + v = - 1
着 [(1 - e - 着v)e - 着v - 着v] +

摇 摇 着cos ( t + 着棕t)
v(0) = 0,v忆(0)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï = 0

(2)
记

椰v椰 [C 0, T ]着
[

= max
0,T ]着

| v( t) |

定理 1摇 在 0 < 着臆着0垲1,0 < 着t臆T 时,初值问

题(2)存在唯一的解,且椰v椰 [C 0, T ]着
臆M。 其中 着0

为足够小的正常数,并有

T = 1
32M0(着0)

,M = 2M0(着0)

M0 ( 着0 ) = K0 [( 琢 + 2棕 ) ( 2 + 着0棕 ) + 琢·
(1 + 着0棕) 2]

K0 = 1
琢2 + 4棕2

故 T、M、M0(着0)、K0 也为正常数。
接下来将证明定理 1,将式(2)写成积分方程的

形式

v = F(v) = F1(v) + F2( t) (3)
其中,

F1(v) = 乙t
0

- 1
着 准(t,子)[(1 - e - 着v)e - 着v - 着v]d子

(4)

F2( t) = 乙t
0
准( t,子)着cos (子 + 着棕子)d子 (5)

记

准( t,子) = 1
K着

e - 着琢( t - 子)
2 sin [K着( t - 子)]

K着 = 1 - 着2琢2

4

取 着1 = 3
琢 ,当 0 < 着臆着1 时,有

1
2 臆K着臆1

|准( t,子) | = 1
K着

e - 琢着( t - 子)
2 sin [K着( t - 子)] 臆2

(6)
由于

lim
着v寅0

1
(着v) 2[(1 - e - 着v)e - 着v - 着v] = 3

2
故埚着2 > 0,当 0 < 着臆着2垲1 时

1
(着v) 2[(1 - e - 着v)e - 着v - 着v] 臆2

即

1
着v[(1 - e - 着v) e - 着v - 着v] 臆 1

(着v) 2 [(1 -

e - 着v)e - 着v - 着v] | 着v |臆2 | 着v | (7)

由于

lim
着孜寅0

| (2e - 2着孜 - e - 着孜 - 1) / (着孜) | = 3

故埚着3 > 0,当 0 < 着臆着3垲1 时

| (2e - 2着孜 - e - 着孜 - 1) / (着孜) |臆6
即

|2e -2着孜 - e - 着孜 -1 |臆| (2e -2着孜 - e - 着孜 - 1) / (着孜) |·
| 着孜 |臆6着 | 孜 | (8)

由于

lim
着v寅0

- 1
(着v) [3 (1 - e - 着v)e - 着v - 着v + 3

2 着2v ]2 =

7
6
故埚着4 > 0,当 0 < 着臆着4垲1 时

- 1 [着 (1 - e - 着v)e - 着v - 着v + 3
2 着2v ]2 臆2着2·

| v3 | (9)
下面证明 F(v) = F1( v) + F2( t)是定义在连续

函数空间上的压缩映像,从而用不动点定理证明定

理 1。
取 着0 = min {着1,着2,着3,着4},由于

|F(v) | 臆 乙t
0
| 准( t,子) | 1

着v[(1 - e - 着v) e - 着v -

着v] | v | d子 (10)

由式(6)、(7)可知,当 | v |臆M,0 < 着t臆T 时

|F1(v) |臆2 伊2 | 着v | 伊 | v | 伊 t臆4M2T (11)
通过计算 F2( t)可知,当 0 < 着臆着0垲1 时

F2 ( t) = 1
琢2(1 + 着棕) 2 + 棕2(2 + 着棕) {2 琢 ( 1 +

着棕)sin(t + 着棕t) -棕(2 + 着棕)cos( t + 着棕t) - e - 琢着t
2 琢
2K着

·

[1 + (1 + 着棕) 2 ] sin ( K着 t ) + e - 琢着t
2 棕 ( 2 + 着棕 )·

cos (K着t }) 臆K0[(琢 +2棕)(2 + 着棕) + 琢 (1 + 着棕)2]臆

K0[(琢 + 2棕)(2 + 着0棕) + 琢 (1 + 着0棕) 2]
即

F2( t)臆M0(着0) (12)
将式(11)、(12)代入式(3)得
|F(v) |臆 |F1(v) | + |F2( t) |臆M0(着0) + 4M2T
令
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M0(着0) + 4M2T臆M (13)
当式 ( 13 ) 成 立 时, 满 足 椰 v 椰 [C 0, T ]着

臆 M,
椰F(v)椰 [C 0, T ]着

臆M,则 F:v寅F( v)是在连续空间

[C 0, T ]着 上的映射。

接下来证明 F:v寅F( v)为压缩映射,由式(3)
可得

|F( v1 ) - F ( v2 ) | = 乙t
0
准 ( t, 子) [ g ( v2 ) -

g(v1)]d子 臆 乙t
0
2 | g(v2) - g(v1) | d子 (14)

其中,

g(v) = 1
着 [(1 - e - 着v)e - 着v - 着v]

由于 v1沂v,v2沂v,故 | v1 |臆M, | v2 |臆M,则有

g忆(v) = 2e - 2着v - e - 着v - 1
根据不等式(8)和拉格朗日中值定理埚孜沂(v1,

v2), | 孜 |臆M,有
|g(v2) - g(v1) | = | g忆(孜)(v2 - v1) |臆 |2e -2着孜 -

e - 着孜 - 1 | | v2 - v1 |臆6着M | v2 - v1 | (15)
将式(15)和 0 < 着t臆T 代入式(14)得

|F(v1) - F(v2) |臆12着M | v1 - v2 | t臆12MT | v1 -
v2 |
令

12MT < 1 (16)

取 T = 1
32M0(着0)

,M = 2M0 (着0)即可同时满足

式(13) 和式 (16),此时 F: v寅F ( v) 为连续空间

[C 0, T ]着 上的压缩映射,根据 Banach 不动点定理,

v = F(v)存在唯一的解 v( t),即初值问题(2)存在唯

一的解,故定理 1 得证。

2摇 多重尺度法求近似解

根据文献[6]中对多重尺度法的介绍,可取两

时间尺度分别为 t1 = t,t2 = 着t,代入式(1)得
(鄣2

t1 + 2着 鄣t1鄣t2 + 着2 鄣2
t2)y + 着琢(鄣t1 + 着 鄣t2)y +

摇 摇 (1 - e - y)e - y = 着2cos ( t1 + 棕t2)
y(0,0) = 0,(鄣t1 + 着 鄣t2)y | (0,0)

ì

î

í

ï
ï

ïï = 0
(17)

令

y = 着y0 + 着2y1 + 着3y2 +… (18)
故

(1 - e - y)e - y (= y - 1
2 y2 + 1

6 y3 - ) (… 1 - y +

1
2 y2 - 1

6 y3 + )… = 着y0 + 着 (2 y1 - 3
2 y )2

0 +… (19)

将式(18)、(19)代入到式(17),并令 着 的一次幂系

数相等得

鄣2y0

鄣t21
+ y0 = 0

y0(0,0) = 0,
鄣y0

鄣t1 (0,0)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï = 0

解得

y0 = A( t2)cos t1 + B( t2)sin t1
A(0) = 0,B(0){ = 0

(20)

令 着 的二次幂系数相等得

鄣2y1
鄣t21

+ y1 =
3
2 y20 -2

鄣2y0
鄣t1鄣t2

-琢
鄣y0
鄣t1

+ cos(t1 +棕t2)

y1(0,0) = 0,
鄣y1

鄣t1 (0,0)
= -

鄣y0

鄣t2 (0,0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

)

解得

y1 = - 1
2 t1cos t1 [ 2A忆 ( t2 ) + 琢A ( t2 ) -

sin (棕t2)] - 1
2 t1sin t1 [ 2B忆 ( t2 ) + 琢B ( t2 ) -

cos (棕t2)] + F1 ( t2 ) cos t1 + F2 ( t2 ) sin t1 +
1
2 cos t1cos (棕t2) + 1

4 [ - A2 ( t2 ) + B2 ( t2 )]·

cos (2t1) - 1
2 A( t2)B( t2)sin (2t1) - B忆( t2)cos t1 -

1
2 琢B( t2)cos t1 + 3

4 [A2( t2) + B2( t2)]

为消除长期项,需满足

2A忆( t2) + 琢A( t2) - sin (棕t2) = 0
2B忆( t2) + 琢B( t2) - cos (棕t2)

{ = 0
解得

A( t2) = K0[2e -
琢t2
2 棕 - 2棕cos (棕t2) +

摇 摇 琢sin (棕t2)]

B( t2) = K0[ - e -
琢t2
2 琢 + 琢cos (棕t2) +

摇 摇 2棕sin (棕t2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï )]

(21)

将式(21)以及 t1 = t,t2 = 着t 代入到式(20)得

y0( t) = K0[e - 琢着t
2 cos ( t + 渍) - cos ( t + 着棕t +

渍)] (22)

记 cos 渍 = 2棕
琢2 + 4棕2

,sin 渍 = 琢
琢2 + 4棕2

,因此
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初值问题(1)渐近解的首项为

着y0(t) = 着 K0[e - 琢着t
2 cos (t + 渍) - cos (t + 着棕t +

渍)]

3摇 余项估计

定理 2摇 在 0 < 着臆着0垲1,0 < 着t臆T 时,有 | y(t) -
着y0( t) | = 着 | v ( t) - y0 ( t) | 臆 着2M3 ( 着0,T),其中

M3(着0,T)是与 着0 和 T 有关的正常数。
令 v( t) = y0( t) + R( t),代入式(2)得

R义 + 着琢R忆 + R = g1( t) + 3
2 着R2 + 3着y0R + g2( t)

R(0) = 0,R忆(0)
{

= 0
(23)

其中

g1( t) = - 1 [着 (1 - e - 着v)e - 着v - 着v + 3
2 着2v ]2

g2( t) = 3
2 着y2

0 - y义0 - 着琢y忆0 - y0 + 着cos ( t + 着棕t)

将初值问题(23)写成积分方程的形式

R = 乙t
0
准 ( t, 子 [) g1 ( 子) + 3

2 着R2 + 3着y0R +

g2(子 ]) d子

由式(6)知 |准( t,子) |臆2,则
|R |臆s1( t) + s2( t) + s3( t) (24)

其中,s1( t) = 2 乙t
0
| g1 (子) | d子,s2 ( t) = 乙t

0
| 3着R2 +

6着y0R | d子,s3( t) = 乙t
0
准( t,子)g2(子)d子 。

根据不等式(9)

s1( t)臆2 乙t
0
2着2 | v3 | d子臆4着2M3 t臆4着M3T (25)

由式(22)可知, | y0( t) |臆2 K0,则

s2( t)臆着A 乙t
0
( |R2 | + |R | )d子 (26)

记 A = max {12 K0,3},故 A 为正常数。
利用 Maple 软件计算 s3( t)可知

s3(t) = 乙t
0
准(t,子)g2(子)d子 = | f1(t) + f2(t) +

f3( t) + f4( t) + f5( t) + f6( t) |
其中

f1( t) = 乙t
0
着2K0准 ( t, 子 () 1

2 琢2棕e - 着琢子
2 cos子 -

1
4 琢3e - 着琢子

2 sin )子 d子

f2( t) = 乙t
0
着2K0准( t,子)[ - (琢2 + 2棕2)棕cos(子 +

着棕子) - 琢棕2sin(子 + 着棕子)]d子

f3( t) = 乙t
0
着K2

0准( t,子 [) - 3琢棕e - 着琢子 sin(2子) +

3
4 (4棕2 - 琢2)e - 着琢子cos(2子 ]) d子

f4(t) = 乙t
0
着K2

0准(t,子 [) 6琢棕e - 着琢子
2 sin(2子 + 着棕子) +

3
2 (琢2 - 4棕2)e - 着琢子

2 cos(2子 + 着棕子 ]) d子

f5(t) = 乙t
0
着K2

0准( t,子 [) - 3琢棕sin(2子 + 2着棕子) +

3
4 (4棕2 - 琢2)cos(2子 + 2着棕子 ]) d子

f6( t) = 乙t
0
着K0准( t,子 [) - 3

2 e - 着琢子
2 cos(着棕子) +

3
4 (1 + e - 着琢子 ]) d子

通过 Maple 软件计算可知,存在常数 着 和 T,当
0 < 着臆着0垲1,0 < 着t臆T 时,有

s3( t)臆着M1(着0,T) (27)
其中 M1(着0,T)是与 着0 和 T 有关的正常数。

将式(25) ~ (27)代入到式(24)得

| R | 臆 4着M3T + 着A 乙t
0
( | R2 | + | R | ) d子 +

着M1(着0,T)臆 [着 M2(着0,T) + A 乙t
0
( |R2 | + |R | )d ]子

(28)
其中 M2(着0,T)也是与 着0 和 T 有关的正常数,且

M2(着0,T) = M1 (着0,T) + 4M3T = M1 (着0,T) +
32M3

0(着0)T
由文献[7 - 8]可知,当 0 < 着臆着0垲1,0 < 着t臆T

时,存在与 着0 和 T 有关的正常数 M3(着0,T),使得

|R |臆着M3(着0,T)
根据第 2 节求得的渐近解首项为 着y0,故
| y - 着y0 |臆着 |R |臆着2M3(着0,T)
由此可知第 2 节求得的渐近解首项是一致有

效的。

4摇 结束语

本文利用多重尺度法求解了受激 Raman 散射

分子振动数学模型中初值问题的渐近解首项,并证

明了初值问题的解的存在性和渐近解的一致有效

性,但不足之处是只求解了渐近解的首项,且在选取

时间尺度时仅选取了两个时间尺度,故求得的近似
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解不够精确。 若要得到更高的精确度,可计算渐近

解的后几项或者选取多重时间尺度,当然计算量也

会随之增加。
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A mathematical model of Raman scattering with small perturbations

XIAO RuiMei摇 JIANG XinHua* 摇 LI MingYuan
(College of Mathematics and Physics, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: In this paper, we study a mathematical model of Raman scattering with small perturbations. Using an in鄄
tegral equation and the Banach fixed point theorem, the existence and the uniqueness of the solution for the initial
value problems is proved. The first term of the asymptotic solution is obtained by using the method of multiple
scale. With the use of the integral equation and Gronwall爷s inequality, the error estimation of the asymptotic solu鄄
tion is shown to be uniformly valid.
Key words: Raman scattering; perturbation methods; asymptotic solution; error estimation
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