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弹性体内一类表面波的求解

王摇 杰摇 许兰喜*

(北京化工大学 数理学院, 北京摇 100029)

摘摇 要: 研究了在平面应变假设条件下,弹性体内一类表面波的求解以及一般解的结构。 文献[6]只给出了表面

波的一个右行波解,且无求解过程。 基于表面波的解可表示为膨胀波和畸变波的叠加,利用分离变量法求出了表

面波的一般解,一般解包含无穷多个行波解,这些行波解可能为左行波、右行波或左右行波的叠加。 另外,还讨论

了表面波一般解的结构以及不同行波解波速之间的关系,发现不同行波的波速大小相同。
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引摇 言

表面波又叫作瑞利波,这种波在弹性体表面传

播,只侵入弹性体内一小段距离,当离弹性体表面很

远时,位移趋于零。 表面波的发现对地震科学的发

展起到了推动作用,不仅可以解释许多地球物理、声
学和工程力学现象,而且还具有实际意义,例如应用

于地震、石油、地质的勘探,材料的无损探伤,工程结

构的抗震抗爆以及岩土动力学等领域。 常见的关于

表面波的研究有两种方法:一种是解析法,即求解表

面波在相应定解条件下的解,该方法大部分都是从

直角坐标系出发,导出经典的波动方程从而进行研

究;另一种是数值方法,利用有限元、边界元等手段

对一些复杂结构中的表面波问题求近似解。 Thom鄄
son[1]最早提出求解固体介质中弹性波的矩阵方法,
之后被 Haskell[2]推广到表面波垂直分量的计算中。
近年来,针对表面波的研究主要集中在其传播及性

质应用方面。 如杨天春等[3] 采用水平层状介质模

型,利用传递矩阵方法推导表面波的质点位移表达

式,同时对曲线特征进行分析。 柴华友等[4] 研究表

面源激发的瑞利波的传播特性,比较了激发模态与

简正模态相速度的差异。 阎守国等[5] 利用数值方

法研究了半空间表面波的传播和衰减特性,发现通

过该特性可以提高表面波勘探的准确性并扩大其应

用范围。 本文应用解析法对表面波的解进行分析,
得到了表面波的一般解。 此外,还研究了表面波一

般解的结构以及不同行波解波速之间的关系。

1摇 数学模型

弹性体内的表面波也是一种弹性波,因此满足

弹性力学基本方程组[6]

(姿 + G) 驻(divU) + G驻U = 籽 鄣2U
鄣t2

式中,U = (u,v,w)为位移矢量,u、v、w 均为 x、y、z 和

t 的函数,籽 为弹性体的密度,G = E
2(1 + 淄)为剪切弹

性模量,姿 = 淄E
(1 + 淄)(1 - 2淄)为拉梅常数,E、淄 分别

为弹性模量和泊松比。
1郾 1摇 表面波的平面应变假设

对本文所讨论的弹性体,以 y = 0 为弹性体表

面,y 轴指向弹性体内,建立如图 1 所示的坐标系。
在平面应变假设下,边界的法向量 N = (0, - 1,0),
弹性体变形为二维的,即 U = (u(x,y,t),v(x,y,t),
0)。

由表面波的特性可知表面波满足

lim
y寅 +肄

U = 0 (1)

弹性体表面为自由振动,数学表示为

y = 0:
uy + vx = 0
姿e + 2Gvy

{ = 0
(2)

式中,e 为体积膨胀率。



图 1摇 表面波的求解坐标系

Fig. 1摇 Solving the coordinate system of a surface wave

自然边界条件为

(印)U =U(x,y,t)有界 (3)
(英)坌取定 x、y, lim

t寅 依肄
U = 0 (4)

1郾 2摇 模型的求解方法

根据向量分析引理,将弹性波分解为膨胀波和

畸变波的叠加,即 U =U1 +U2,分别满足

鄣2U1

鄣t2
= 2G + 姿

籽 驻2U1

rotU1

{
= 0

(5)

和

鄣2U2

鄣t2
= G

籽 驻2U2

divU2

{
= 0

(6)

式中, U1 = (u1,v1,0),U2 = (u2,v2,0)分别表示膨

胀波和畸变波的解,驻2 = 鄣 2
x + 鄣 2

y为二维拉普拉斯

算子。

2摇 模型的求解

2郾 1摇 膨胀波的解

运用分离变量法求解方程组(5)。 为了运算方

便,将2G + 姿
籽 记作 a2,则式(5)变为

鄣2u1

鄣t2
= a2驻2u1

鄣2v1
鄣t2

= a2驻2v1

鄣v1
鄣x =

鄣u1

鄣

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï y
求解 v1,令 v1 = X1 ( x) Y1 ( y) T1 ( t),代入得

X1(x)Y1(y)T义1( t) = a2(X义1(x)Y1 (y)T1 ( t) + X1 (x)
Y义1(y)T1( t)),两边同除 X1(x)Y1(y)T1( t),得到

T义1( t)
T1( t)

= a (2 X义1(x)
X1(x)

+
Y义1(y)
Y1(y

)) (7)

若式(7)成立,需满足
T义1( t)
T1( t)

、
X义1(x)
X1(x)

、
Y义1(y)
Y1(y)

分别

是与 t,x,y 无关的常数,可分别设

p =
T义1( t)
T1( t)

,s =
X义1(x)
X1(x)

,r =
Y义1(y)
Y1(y)

先求解本征值问题 T义1( t) = pT1( t),步骤如下。

1)p > 0,通解为 T1( t) = a1e pt + a2e - pt。
当 a1屹0 或 a2屹0 时, lim

t寅 依肄
T1( t) = 依 肄 ,这与自

然边界条件(3)矛盾,故该本征值问题无 p > 0 的本

征值。
2)p = 0,通解为 T1( t) = a1 + a2 t。
(印)当 a2 = 0 时,T1( t) = a1,由自然边界条件

(4)可知 a1 = 0。
(英)当 a2屹0 时, lim

t寅 依肄
T1 ( t) = 依 肄 ,与自然边

界条件(3)矛盾,所以 a2 = 0。
综上,该本征值问题没有 p = 0 的本征值。
3)p < 0,令 p = - p2

1,通解为

T1( t) = a1cos(p1 t) + a2sin(p1 t)
同理求解本征值问题 X义1 ( x) = sX1 ( x),令 s =

- s21,可得 X1(x) = d1cos( s1x) + d2sin( s1x)。
本征值问题 Y义1(y) = rY1(y)的求解步骤如下。
1) r < 0,通解为

Y1(y) = c1cos( - ry) + c2sin( - ry)
此时不满足条件(1),所以 r < 0 不是该本征问

题的本征值。
2) r = 0,通解为 Y1(y) = c1 + c2y。
当 c1屹0 或 c2屹0 时,不满足条件(1),所以该

本征值问题没有 r = 0 的本征值。

3) r > 0,通解为 Y1(y) = c1e ry + c2e - ry。

由式(1)得 c1 = 0,则 Y1(y) = c2e - ry,令 r = r21,
得 Y1(y) = c2e - r1y。

综上,X1(x)、Y1(y)和 T1( t)分别表示为

X1(x) = d1cos( s1x) + d2sin( s1x)
Y1(y) = c2e - r1y

T1( t) = a1cos(p1 t) + a2sin(p1 t

ì

î

í

ïï

ïï )
(8)

式中 a1、a2、c2、d1、d2 均为常数。
将式(8)代入 v1 = X1(x)Y1(y)T1( t),得
v1 = c2e - r1y(d1cos(s1x) + d2sin(s1x))(a1cos(p1t) +

a2sin(p1 t))

由式(5)中第二个式子得
鄣u1

鄣y =
鄣v1
鄣x ,两边分别对

y 积分
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u1 =
s1c2
- r1

e - r1y( - d1sin( s1x) + d2cos( s1x))·

(a1cos(p1 t) + a2sin(p1 t)) + C1(x,t)
故 u1,v1 分别为

u1 =
s1c2
- r1

e - r1y( - d1sin( s1x) + d2cos( s1x))·

摇 摇 (a1cos(p1 t) + a2sin(p1 t)) + C1(x,t)
v1 = c2e - r1y(d1cos( s1x) + d2sin( s1x))·
摇 摇 (a1cos(p1 t) + a2sin(p1 t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

))
(9)

式中 C1(x,t)是关于 x,t 的函数。
又由式(7)可得

r21 = s21 -
p2
1

a2 = s21 - h2 (10)

式中,h2劬
p2
1

V2
1
=

籽p2
1

姿 + 2G,r1 > 0,这里 V1 为膨胀波波

速,且有 V2
1 = 姿 + 2G

籽 = E(1 - 淄)
(1 + 淄)(1 - 2淄)籽。 当式(9)

中的参数满足式(10)的条件时,就得到了膨胀波的解。
2郾 2摇 畸变波的解

与膨胀波的求解类似,若令 d2 = G
籽 ,可得方程

(6)的一般解为

u2 = c忆2e - r2y(d忆1cos( s2x) + d忆2sin( s2x))·
摇 摇 (a忆1cos(p2 t) + a忆2sin(p2 t))

v2 = -
s2c忆2
r2

e - r2y(d忆1sin( s2x) - d忆2cos( s2x))·

摇 摇 (a忆1cos(p2 t) + a忆2sin(p2 t)) + C2(x,t

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

)
(11)

式中 C2(x,t)是关于 x、t 的函数,且有

r22 = s22 -
p2
2

d2 = s22 - k2 (12)

式中 k2劬
p2
2

V2
2
=
籽p2

2

G ,r2 > 0,这里 V2 为畸变波波速,且

V2
2 = G

籽 = E
2(1 + 淄)籽。 当式 (11) 中的参数满足式

(12)时,就得到了畸变波的解。
2郾 3摇 表面波的解

将式(9)、(11)这两个解叠加得

u =
s1c2
- r1

e - r1y渍1 + c忆2e - r2y渍2 + C1(x,t)

v = c2e - r1y渍3 -
s2c忆2
r2

e - r2y渍4 + C2(x,t
{

)
(13)

式中 渍1、渍2、渍3 和 渍4 都是关于 x,t 的函数。

渍1 = ( - d1sin( s1x) + d2cos( s1x))·
摇 摇 (a1cos(p1 t) + a2sin(p1 t))
渍2 = (d忆1cos( s2x) + d忆2sin( s2x))·
摇 摇 (a忆1cos(p2 t) + a忆2sin(p2 t))
渍3 = (d1cos( s1x) + d2sin( s1x))·
摇 摇 (a1cos(p1 t) + a2sin(p1 t))
渍4 = (d忆1sin( s2x) - d忆2cos( s2x))·
摇 摇 (a忆1cos(p2 t) + a忆2sin(p2 t

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

))
由式(1)得

lim
y寅 +肄

U =
C1(x,t)
C2(x,t)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0
= 0

所以 C1(x,t) = 0,C2(x,t) = 0。
利用 C1 = C2 = 0,则式(13)变为

u =
s1c2
- r1

e - r1y渍1 + c忆2e - r2y渍2

v = c2e - r1y渍3 -
s2c忆2
r2

e - r2y渍

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 4

(14)

将式(14)代入式(2)中第一个式子,可得当 y =
0 时有

2s1c2渍1(x,t) (+ - r2c忆2 -
s22c忆2
r )
2

渍2(x,t) = 0

(15)
下面证明 s1 = s2。 由于系数 c2,c忆2,di,d忆i,ai,a忆i

具有任意性( i = 1,2),不妨取 c2 = c忆2 = 1,d1 = - d忆2 =
0,d2 = d忆1 = 1,a1 = a忆1 = 1,a2 = a忆2 = 0。

则式(15)变为

k1cos( s1x)cos(p1 t) + k2cos( s2x)cos(p2 t) = 0

式中,k1 = 2s1,k2 = - r2 -
s22
r2
。 令 t = 0 可得

k1cos( s1x) + k2cos( s2x) = 0
又 k1 = 2s1屹0,可得 cos( s1x)、cos( s2x)线性相

关,由此有 s1 = s2。 同理可得 p1 = p2。
利用 s1 = s2,式(15)变为

2s1c2渍1(x,t) (+ - r2c忆2 -
s21c忆2
r )
2

渍2(x,t) = 0

(16)
下面证明对任意的 x,t 都有 渍1 ( x, t) = 渍2 ( x,

t)。
由系数的任意性,不妨令

c2 =
r22 + s21
2s1 r2

c忆2

代入式(16)得( r22 + s21)(渍1 - 渍2) = 0。 又( r22 +
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s21) > 0,所以有 渍1 = 渍2。
将式(14) 代入式(2) 中第二个式子,同理得

渍3 = 渍4。
将 渍1 = 渍2,渍3 = 渍4 和 s1 = s2 代入式(14)得

u (=
s1c2
- r1

e - r1y + c忆2e - r2 )y 渍1

v (= c2e - r1y -
s1c忆2
r2

e - r2 )y 渍

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 3

(17)

将式(17)代入式(2)可得

2r2 s1c2 + c忆2( - r22 - s21) = 0
姿( s21c2 - r21c2) + 2G( - r21c2 + r1 s1c忆2)

{ = 0
(18)

求解式(18)即可得表面波的解。

3摇 解的性质

3郾 1摇 解的波速

虽然表面波的解不唯一,但是其波速并不会随
解的不同而发生改变,下面证明这一性质。 从一般

解式(14)入手,将式(14)代入式(2),得到式(18),
发现与变量 x、y、t 有关的项全部被消除了,只与常
数 r1、r2、s1、c2、c忆2 有关,因此不妨预测不同解的波速

是相同的。
由式(18)得
2r2 s1 + K( - r22 - s21) = 0
姿( r21 - s21) + 2G( r21 - Kr1 s1)

{ = 0
(19)

式中常数 K =
c忆2
c2

。 利用式(19)中第二个式子和式

(10)、(12),以及

k2

h2 = 姿 + 2G
G = 2 + 姿

G
可得

K =
- k2 + 2s21

2s1 s21 - h2

将 K 代入式(19)中第一个式子,有

4s21 s21 - k2 s21 - h2 = (k2 - 2s21) 2

两边分别平方再同除 s81,得

(16 1 - k2

s ) (2
1

1 - h2

s )2
1

(= k2

s21
)- 2
4

(20)

又由式(10)、(12)可得膨胀波波速 V2
1 =

p2
1

h2 ,畸变波

波速 V2
2 =

p2
1

k2 ,再由式(9)、(11)可得表面波的速度

V2
3 =

p2
1

s21
,记 琢 =

V3

V2
,又

V2
2

V2
1
= 1 - 2淄
2(1 - 淄),代入式(20)化

简得

琢6 - 8琢4 + 8(2 - 淄)
1 - 淄 琢2 - 8

1 - 淄 = 0 (21)

式(21)的求解参考文献[1]。 由式(21)可得 琢
的值只与 淄 有关,当 淄 取定时,琢 为定值。 当 淄 =
0郾 25 时,可得 琢 = 0郾 919 4,则波速

V3 = 琢V2 = 0郾 919 4 G
籽 (22)

特别地,当 淄 = 0郾 5 时,可得 琢 = 0郾 955 3 < 1,表

面波波速 V3 = 琢V2 = 0郾 955 3 G
籽 < V2 < V1。

由式(22)可知,琢 确定后,表面波的波速只与剪

切弹性模量 G 和弹性体的密度 籽 有关。 当这两个量

固定时,表面波所有行波解的波速是相等的,并且与

文献[1]所求右行波解的波速吻合。
同时,还可以得到弹性体内膨胀波、畸变波和表

面波的速度大小关系为 V3 < V2 < V1。
3郾 2摇 解的结构

由式(16)得到了表面波的一般解,下面我们探

索表 面 波 的 解 的 结 构。 令 a (=
s1c2
- r1

e - r1y +

c忆2e - r2 )y ,b (= c2e - r1y -
s1c忆2
r2

e - r2 )y ,则式(17)变为

u = u1 + u2 = a渍1

v = v1 + v2 = b渍{
3

(23)

对式(23)利用积化和差公式,得

U =
uæ

è
ç

ö

ø
÷

v
=

a 0
0

æ

è
ç

ö

ø
÷

b
( l1h1 + l2h2 + l3h3 + l4h4)

式中 l1、l2、l3、l4 和 h1、h2、h3、h4 分别为

l1 =
d2a2 - d1a1

2 ,l2 =
- d1a1 - d2a2

2

l3 =
d1a2 + d2a1

2 ,l4 =
- d1a2 + d2a1

2

h1 =
sin (s1x + p1t)
- cos (s1x + p1t

æ

è
çç

ö

ø
÷÷)
,h2 =

sin (s1x - p1t)
- cos (s1x - p1t

æ

è
çç

ö

ø
÷÷)

h3 =
cos ( s1x + p1 t)
sin ( s1x + p1 t

æ

è
çç

ö

ø
÷÷)
,h4 =

cos ( s1x - p1 t)
sin ( s1x - p1 t

æ

è
çç

ö

ø
÷÷)

易证 h1,h2,h3,h4 线性无关。
事实上,由 k1h1 + k2h2 + k3h3 + k4h4 = 0,通过取

x,t 分别为 0,联立解得 k1 = k2 = k3 = k4 = 0。
综上,可得解的结构为

U =
uæ

è
ç

ö

ø
÷

v
é

ë

ê
ê

= a忆
-
s1
r1

0æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

0 1
+ b忆

1 0

0 -
s1
r

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ù

û

ú
ú

2

孜

(24)
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式中,孜沂span{h1,h2,h3,h4},a忆沂span{e - r1y},b忆沂
span{e - r2y}。

由此可知解有 3 种可能,即左行波、右行波或者

左右行波的叠加。 特别地,当 l2 = 1, l1 = l3 = l4 = 0
时,得到了文献[1]所给的右行波解。

4摇 结论

本文基于弹性力学基本方程组和向量分析引

理,利用分离变量法,分别得到了满足条件的膨胀波

和畸变波的解,通过叠加最终得到表面波的一般解。
在对一般解的分析中得到的结论如下。

(1)表面波的解不唯一。 它的一般解的结构为

U =
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其中 孜沂span{h1,h2,h3,h4},a忆沂span{e - r1y},b忆沂
span{e - r2y}。

这些行波解可能为左行波,也可能为右行波,还
可能为左右行波的叠加。

(2)当 淄 取定时,表面波不同解的波速只与弹

性体密度 籽 和剪切弹性模量 G 有关。 膨胀波、畸变

波和表面波的速度大小关系为 V3 < V2 < V1。
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Solution of a class of surface waves in an elastic body

WANG Jie摇 XU LanXi*
(College of Mathematics and Physics, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: Under the assumption of plane strain, the solution and the solution structure of a class of surface waves
in an elastic body have been studied in the previous literature. In reference [6], only one right traveling wave so鄄
lution of a surface wave has been given, without a detailed solution process. Based on the fact that the solution of a
surface wave can be expressed as the superposition of an expansion wave and a distorted wave, the general solution
of surface wave is obtained by using the method of separating variables. The solution contains an infinite number of
traveling wave solutions, which may be left traveling waves, right traveling waves or a superposition of left and right
traveling waves with the same wave velocity. In addition, the solution space of surface waves and the velocity rela鄄
tionship between different solutions are discussed.
Key words: plane strain hypothesis; expansion wave; distortion wave; surface wave
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