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高阶紧致差分方法在五次非线性 Schr觟dinger
方程中的应用

王摇 普 姜珊珊* 肖摇 聪

(北京化工大学 数理学院, 北京摇 100029)

摘摇 要: 用紧致分裂的思路给出五次非线性 Schr觟dinger 方程的一个数值格式,使其收敛阶为 O(子2 + h4)。 首先在

时间上用 Strang鄄type 方法将原方程离散分为两个子方程,其中一个有显示解,这样仅对另一个子方程进行高阶差

分即可。 然后证明此分裂差分格式满足电荷守恒。 最后给出数值实验证明格式的收敛阶。
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引摇 言

非线性 Schr觟dinger 方程最开始用于非均匀介

质波的研究,后广泛用于非线性光学、等离子物理等

领域[1 - 4]。 对于带五次项的此类方程的显示解以及

解的性质已有学者进行了深入的研究[5 - 7]。 基于

此,本文考虑如下的 Schr觟dinger 方程

iut + uxx - ( | u | 2 + | u | 4)u = f(x,t)u,
(x,t)沂(a,b) 伊 (0,1) (1)

其初边值为

u(x,0) = u0(x),x沂[a,b] (2)
u(0,t) = u(1,t) = 1,t沂[0,T] (3)

式中 u 为未知函数,f(x,t)为给定的实函数,u0 (x)
为给定的复函数。 容易证明此方程满足电荷守恒,
即满足

Q( t) = 乙b
a
| u(x,t) | 2dx = Q(0) (4)

对于此方程 Zhang 等[8] 构造了一个差分格式,
收敛阶为 O(子2 + h2),初日辉[9] 将之改进为紧致格

式,收敛阶为 O(子2 + h4),魏新新[10] 在保持精度不

变的前提下引进分裂方法,将原方程分裂为线性子

方程和非线性子方程。 本文在此基础上进一步改进

分裂算法,使其中一个子方程有解析解,以进一步简

化计算。

1摇 数值算法

1郾 1摇 符号

记文中所用符号的含义为 x j = a + jh, j = 0,1,

…,J - 1;tn = n子,n = 0,1,…,N - 1;赘h = {x j | 0臆j臆
J - 1},赘子 = { tn | 0臆n臆N - 1},赘子

h = 赘h 伊 赘子。 其中

h,子 分别为空间和时间步长,J 和 N 为正整数。 并

记方程在时间节点 tn、空间节点 x j 的差分解为 un
j 。

对 赘子
h 上的网格函数 Vn

j 记为 lg(h)

(Vn
j ) x =

Vn
j + 1 - Vn

j

h 摇 (Vn
j ) t =

Vn
j + 1 - Vn

j

子

(Vn
j ) x- =

Vn
j - Vn

j - 1

h 摇 Vn + 1
2

j =
Vn

j + Vn + 1
j

2
啄2xVn

j = Vn
j + 1 - 2Vn

j + Vn
j - 1

AhVn
j (= 1 + h2

12 啄
2 )x Vn

j = Vn
j + h2

12 啄
2
xVn

j = (Vn
j + 1 +

10Vn
j + Vn

j - 1) / 12
1郾 2摇 Strang鄄type 分裂

使用时间分裂算法将方程(1)分为两个子方

程,使其中一个方程具有解析解,然后对另一个方程



进行差分求解,最后将两个子方程结合进行数值

求解。
对方程(1),将其表示为

i 鄣
鄣t u(x,t) = (A + B)u(x,t) (5)

式中,算子 A = - 鄣2

鄣x2 + f(x,t),覆盖线性项和非线性

项的一部分,算子 B = | u | 2 + | u | 4,仅覆盖非线性项

的一部分。 在[ t,t + 子]有如下时间二阶 Strang 分裂

格式

u*(x,t + 子) (= exp - iB 子 )2 u(x,t) (6)

u**(x,t + 子) (= exp - iA 子 )2 u*(x,t + 子) (7)

u(x,t + 子) (= exp - iA 子 )2 u**(x,t + 子) (8)

式中 u*(x,t + 子)、u**(x,t + 子)为中间值,该分裂格

式误差为 O(子2)。
式(6)、(8)有显式解

u(x,t) = e - i( | u(x,0) | 2 + | u(x,0) | 4) tu(x,0) (9)
这样只需构造式(7)的差分格式。 Strang鄄type

分裂方法在时间上有二阶误差,因此仅从空间方面

入手,构造空间四阶格式。
1郾 3摇 空间四阶格式

对式(6)应用 Crank鄄Nicolson 格式,可以得到

i
un + 1
j - un

j

子 + 1
2h2啄

2
x (un

j + un + 1
j ) = (

1
2 f n + 1

2
j (un

j +

un + 1
j )) (10)

将格式(10)中二阶算子 啄2x 用四阶差分算子

啄2x
h (2 1 + 1

12啄
2 )x

代替并整理可得

iAh(un
j ) t +

(un +1
j )xx- + (un

j )xx-

2 = 1
2 A (h f n + 1

2
j (un

j +

un + 1
j )) (11)

将式(11)改写为矩阵形式有

iA Un +1 -Un

子 +B Un +1 +Un

2h2 = 1
2

(A Fn + 1
2 (Un +1 +

Un )) (12)
式中 Un 表示第 n 层数值解即( un

1,un
2,…,un

J - 1 ) T,

Fn + 1
2 表示矩阵 (diag f n + 1

2
1 ,f n + 1

2
2 ,…,f n + 1

2
J )- 1 。

矩阵 A 为

10 1 0 … 0 0
1 10 1 … 0 0
0 1 10 … 0 0
左 左 左 埙 左 左
0 0 0 … 10 1
0 0 0 …

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

1 10 (J - 1) 伊 (J - 1)

矩阵 B 为

- 2 1 0 … 0 0
1 - 2 1 … 0 0
0 1 - 2 … 0 0
左 左 左 埙 左 左
0 0 0 … -2 1
0 0 0 …

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

1 - 2 (J - 1) 伊 (J - 1)

将式(12)拆分组合,

(

有

iA
子 + B

2h2 - AF
1
2

)2 Un + 1 (= iA
子 - B

2h2 + AF
1
2

)2 Un

(13)
令

C (= iA
子 + B

2h2 - AF
1
2

)2 (
- 1 iA

子 - B
2h2 + AF

1
2

)2
(14)

这样有

Un + 1 = CUn (15)
式(7)有显式解

u(x,t) = e - i( | u(x,0) | 2 + | u(x,0) | 4) tu(x,0) (16)
这样有

u(x,t + 驻t) = e - i( | u(x,t) | 2 + | u(x,t) | 4)驻tu(x,t) (17)
综上所述,时间分裂空间四阶格式可以表示

如下。
步骤 1

U* = e - i( |Un | 2 + |Un | 4) 子
2 Un (18)

步骤 2
U** = CU* (19)
步骤 3

Un + 1 = e - i( |Un | 2 + |Un | 4) 子
2 U** (20)

式(18)、(20)的 Un,Un + 1不再表示子方程(7)
的数值解,而是原方程(1)的数值解。
1郾 4摇 格式电荷守恒

定理 1摇 格式(18) ~ (20)满足电荷守恒

椰Un + 1椰 =椰Un椰 =… =椰U0椰 (21)
由式(12)、(13)易知

椰U*椰 =椰Un椰
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椰Un + 1椰 =椰U**椰
这样仅需证明

椰U*椰 =椰U**椰
将式(13)表示为

iA U** -U*

子 + B U** +U*

2h2 = 1
2

(A Fn + 1
2 (U** +

U* ))
将上式与向量 U** +U*取内积,然后取等式两

边,有
椰U**椰2 -椰U*椰2

子 = 0

这样就证明了

椰Un + 1椰 =椰Un椰
定理 1 得证。

2摇 数值实验

考虑如下算例

f(x, t) = 4 ( x - 2t) 2 - exp ( - 2 ( x - 2t) 2 ) -
exp( - 4(x - 2t) 2)

u0 = exp( - x2 + ix)
此时,方程有孤波解

u(x,t) = exp( - (x - 2t) 2 + i(x - 3t))
取 赘h 伊 赘子 = [ - 15,15] 伊 [0,1],子 = h2,为验

证数值格式的收敛性,分别取 h = 0郾 5,0郾 25,0郾 125,
0郾 062 5,则收敛阶 Order 可以用下式求得

Order (= lg 椰E(h,子)椰肄 (E h
2 , 子 )4 )

肄

lg2
式中椰E(h,子)椰肄 表示 t = 1 时,数值解在无穷范数

下的误差。
从表 1 和图 1 可以看出格式以 L肄 收敛,且收敛

阶为 O(子2 + h4)。 图 2 表示 子 = 0郾 25 时的数值解,
图 3 表示 子 = 0郾 25 时的精确解,容易看出两个图像

的波形一致。 图 4 结果表明电荷是守恒的。 数值实

验与理论相吻合。
表 1摇 不同步长的收敛阶

Table 1摇 Rates of convergence of different steps

h 椰E(h,子)椰肄 Order

1 / 2 0郾 336 4

1 / 4 0郾 010 9 4郾 951 6

1 / 8 6郾 993 8 伊 10 - 4 3郾 958 4

1 / 16 4郾 108 5 伊 10 - 5 4郾 089 4

1 / 32 2郾 566 9 伊 10 - 6 4郾 000 5

图 1摇 数值格式的收敛阶

Fig. 1摇 Rate of convergence of the numerical solution
摇

图 2摇 时间步长为 0郾 25 时的数值解

Fig. 2摇 Numerical solution of spatial step 0郾 25
摇

图 3摇 时间步长为 0郾 25 时的精确解

Fig. 3摇 Exact solution of spatial step 0郾 25

图 4摇 数值格式的电荷量随时间变化情况

Fig. 4摇 Change in the amount of charge with time
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3摇 结论

本文将分裂算法和紧致差分格式相结合对五次

非线性 Schr觟dinger 方程建立差分格式,格式的收敛

阶为 O(子2 + h4),并满足离散的电荷守恒定律。 数

值实验结果验证了本文理论的正确性。
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A high鄄order compact splitting method for the nonlinear
Schr觟dinger equation with a quintic term

WANG Pu摇 JIANG ShanShan* 摇 XIAO Cong
(College of Mathematics and Physics, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: An order of O(子2 + h4) different scheme is applied to the nonlinear Schr觟dinger equation with a quintic
term. We first use a Strang鄄type splitting method to divide the equation into two parts. Only one part needs to be
discretized by a high鄄order compact difference method, because the other part can be solved exactly. The scheme is
shown to satisfy the charge conservation law. Some numerical results are given to illustrate the convergence of the
scheme.
Key words: nonlinear Schr觟dinger equation; compact difference method; Strang鄄type splitting; charge conserva鄄

tion law
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