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共面磁场中两平行平板间层流稳定性
吸引域半径的研究

李紫奕摇 许兰喜*

(北京化工大学 数理学院, 北京摇 100029)

摘摇 要: 考虑一水平方向无限的夹层,夹层中充满均匀的不可压缩的黏性导电流体,其中与流体相邻的介质是不导

电的,并且夹层处于共面磁场中。 文献[4]和[5]通过定义不同的广义能量泛函对该问题的层流解的非线性稳定

性进行研究,并分别得到了层流解条件稳定的充分条件,本文通过比较这两篇文献中不同广义能量泛函下稳定性

吸引域半径的大小来比较不同广义能量泛函的优劣。 吸引域半径对比结果表明,共面磁场会导致文献[4]中的吸

引域半径减小,但不会影响文献[5]中的吸引域半径。
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引摇 言

对于磁流体力学的稳定性研究在地球物理学、
天文学、工程学等许多领域都有广泛的应用。 Rion鄄
ero[1]首先提出非线性磁流体力学中的经典能量法,
之后该方法被 Joseph[2]、 Straughan[3] 加以应用并

推广。
讨论一个无限水平均匀的黏性导电不可压缩的

流体层,其中与流体相邻的介质不导电,并且夹层处

于共面磁场中,文献[4]通过引入基本变量,利用李

雅普诺夫直接法,即通过定义广义能量泛函对该系

统层流解的线性和非线性稳定性进行了研究。 在此

基础上,Xu 等[5] 利用无源场的螺旋分解,通过构造

新的广义能量泛函对该问题的非线性稳定性进行研

究,并将所得结果与文献[4]中的结果对比,发现其

文中的吸引域半径不依赖于共面磁场。 这两篇文献

均给出了层流解稳定的充分条件,且所证明的稳定

性是有条件的,即初始扰动必须在某吸引域内。 本

文通过数值计算来比较文献[4]和[5]中的吸引域

半径在不同雷诺数下的大小,继而得出不同广义能

量泛函的优劣性。

1摇 数学模型

考虑一水平方向无限的、均匀的、不可压缩黏性

流体夹层 R2 伊 ( - d,d),该流体夹层位于一笛卡儿

坐标系 Oxyz 中,z 轴垂直于夹层且与重力方向相反,
流体夹层置于均匀的共面磁场 H = H0 i + H1 j 中,并
满足边界条件 U(x,y,z, - d) = - V0i,U(x,y,z,d) =
V0 i,其中 H、U 分别为磁场和速度场,V0,H0,H1 沂
迬 。

设前述共面磁场内的流体夹层系统有层流解,
那么其无量纲化后的扰动方程组为[4]

ut + u 驻u + wU忆( z) i +U( z)ux =

摇 摇 Am(H0hz + H1hy + h 驻h) - 驻姿 + 1
Re驻u

ht + u 驻h +U( z)hx =

摇 摇 H0ux + H1uy + hU忆( z) i + h 驻u + 1
Rm驻h
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此时求解区域为 R2 伊 ( - 1,1) 伊 (0, + 肄 ),这

里 h = ( h1, h2, h3 ), u = ( u, v, w ), 姿 = p
籽0

+

Am |H + h | 2

2 ,p 为控制扰动的第三分量,籽0 沂迬 ,雷

诺数 Re =
V0d
V ,磁雷诺数 Rm =

V0d
浊 ,Am = Q2

ReRm,钱德

拉塞卡数 Q2 = 滋H2d2

籽0淄浊
,其中 淄 为运动黏度。 同时方

程组(1)满足以下初始条件和边界条件

u(x,y,z,0) = u0(x,y,z)
h(x,y,z,0) = h0(x,y,z

{ )
,R2 伊 ( - 1,1) (2)

h = 0,uz = 0,vz = 0,w = 0,z = 依 1,坌t > 0 (3)
通常情况下,研究稳定性时会假设扰动是关于

x、y 的周期函数,P [= - 仔
琢 ,仔 ]琢 [伊 - 仔

茁 ,仔 ]茁 表示

基本周期,为排除刚性运动的情况,还将加入下述

条件:

乙
赘
ud赘 = 0, 乙

赘
淄d赘 = 0,赘 = P 伊 [ - 1,1] (4)

2摇 文献[4]中的稳定性结论

由于线性稳定性分析通常只能给出稳定的必要

条件,用线性稳定性理论判别为稳定的系统很有可

能在实际中是不稳定的。 因此为得到系统稳定的充

分条件一般采用李雅普诺夫直接法进行研究,即定

义恰当的广义能量泛函来讨论流动的稳定性。 文

献[4]基于该思路构造了一个广义能量泛函E( t) =

E0( t) + bE1 ( t ), 其 中 E0 ( t ) = 1
2 [ 椰渍椰2 +

茁 椰驻w椰2 + Am ( 椰渍(m)椰2 + 茁 椰驻h椰2 ) +

茁1 椰 驻渍(m)椰2],E1(t) = 1
2 [椰 驻u椰2 + 椰 驻h椰2 +

椰 驻( 驻伊 u)椰2 + 椰 驻h1x椰2 + 椰 驻h2x椰2 +
椰 驻h1y椰2 + 椰 驻h2y椰2 ], 渍 = ( 驻伊 u) k, 渍(m) =
( 驻伊 h)k。

然后对 E( t)求导,并结合方程组(1)及其对

应的边界条件,用不等式进行估计化简,可得以

下结论:假设 Rm < 仔2

8M,如果 E(0 ) < A - 2,那么

层流 解 是 非 线 性 渐 进 稳 定 的, 且 有 E ( t) 臆

E(0) exp{ - p [ 1 - AE
1
2 ( 0 ) ] t } 。 其 中 M =

max
[ - 1,1]

| U忆( z) | ,b =
k1

2滓2, k1 = 1
仔2 (min 16茁M2Re

茁仔4 ,

16茁M2Rm
茁仔4 , 仔2

8Re,
仔2

4Rm, 仔2

(2
1
Rm - 8M

仔 ) )2 , 茁 逸

[max 64M2Re2

仔6 (, 64M2Rm
仔6 + 4M2

仔4AmRe (H0 + H1) 2·

1
1
Rm - 8M

仔

) ]
2

, 茁1 = 2M
Re (H0 + H1) 2仔2, p = 2

仔2 ·

æ

è
ççmax 1

(Re,Rm () 1
k1

)

ö

ø
÷÷

+ 1
,同时不等式中 A 的

表达式如下。

A = 4C
k1b

[Re + Am ReRm + AmReRm + Rm·

Am] + 2C 2
k1b

[Re + ReRm(Am + 1) + Rm] + 8·

(C + C2
1 [)

AmReRm
k1

(b
1
Am

)+ 1 +
AmRm +Re

k1
]

b
+

2(C + C2
1 ()

4 AmRm + Re
bk1

+ 1
b

2茁
k1

Re + 4·

2ReRm )b +
2Am

k1
[

b
C 2ReRm

b + 4CRm 2茁k1 +

2CRm + 2(C + 2C2
1 ]) + 4 (Rm 4

b C2
1

2茁1

k1
+ C2

1Am·

2b
茁1

+ 3C
2Am

茁k )
1

+ 8CRm 2
b (1 + 2Am ) + 8C·

(ReRm 2
b
+ 1

茁k1A
)

m

(5)

3摇 文献[5]中的稳定性结论

文献[5]通过对方程组(1)中的 u 和 h 进行极

向环形分解,令 u = 驻伊 ( 驻渍 伊 k) + 驻鬃 伊 k + f =
啄·渍 + 着·鬃 + f,h = 驻伊 ( 驻渍(m) 伊 k) + 驻鬃(m) 伊 k +
f(m) = 啄·渍(m) + 着·鬃(m) + f(m),其中 啄·= (鄣 xz·,鄣 yz·,
- 驻2),着·= (鄣y·, - 鄣x·,0),由此消去方程组(1)中
的

驻姿 得到一个新的无量纲扰动方程组。
之后应用李雅普诺夫直接法,定义一个新的

能量泛函,再次研究该系统层流解的非线性稳定

性。 在此对构造及估计化简过程不作过多赘述,
直接给出文献[5]中的非线性稳定性结论:假设

Rm < 仔2

2M,如果 着(0) < B - 2,则对于所有磁雷诺

数而言,系统中层流解是非线性条件渐进稳定

的,且 有 着(t)臆 着(0)exp { -撰0min{仔2, 琢2, 茁2 }·
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(1 -B着
1
2 (0))} t。其中 着 ( t) = 着0 ( t) + m着1 ( t),

着0( t) = 1
2 {姿[椰 驻

2驻渍椰2 + Am 椰 驻

2驻渍(m)椰2 ] +

椰 驻

2鬃椰2 + Am 椰 驻

2鬃(m)椰2 + 椰f椰2 + 椰f(m)椰2 },

m =
撰0A2

m仔6姿
2M2[仔2AmRe(1 + I琢茁) + Rm(1 + 仔2)] 忆

·

1
(AmRe + Rm)(仔4姿 + 仔2 + 2)

, I琢茁 {= max 1
仔2,

1
琢2,

1
茁 }2 , 撰0

ì

î
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= min Rm2

Rm2 + Re (2 1 - 2MRm
仔 )2

,

Re (2 1 - 2MRm
仔 )2

2

Rm2 + Re (2 1 - 2MRm
仔 )2

,
ü

þ

ý

ïï

ïï

1
2 ,姿 = M2

2仔 [6 Re2 + Rm2

(

·

1 -2MRm
仔 )2 ]

- 1

, 着1 ( t ) = 1
2 { 椰 驻u椰2 + Am·

椰 驻h椰2},同时 I琢茁中 琢,茁屹0,不等式中 B 的表达式

如下。

B =
2 2[C琢茁Rm + L琢茁Re + (L琢茁 +C琢茁)Re

1
2 Rm

1
2 ]

m
1
2

+

2 2[(C琢茁Rm + L琢茁Re)姿
1
2 + (L琢茁姿

1
2 +C琢茁I

1
2
琢茁)Re

1
2 Rm

1
2 ]

m撰
1
2
0

+

2 2[C琢茁Rm + 2L琢茁Re + (L琢茁 + C琢茁)Re
1
2 Rm

1
2 ]

m仔撰
1
2
0

+

2 2(L琢茁 + C琢茁)Re
1
2 Rm

1
2

m仔撰
1
2
0 A

1
2
m

(6)

4摇 稳定性吸引域半径比较

根据共面磁场中无限均匀的不可压缩黏性流体

夹层在两种不同广义能量泛函下的非线性稳定性结

论,可以得到对应的稳定性吸引域半径,即:R[1] =
A - 2和 R[2] =B - 2,其中 R[1]表示文献[4]中的稳定

性吸引域半径,R[2]表示文献[5]中的稳定性吸引域

半径。
接下来比较不同雷诺数下 R[1] 和 R[2] 的大小。

文献[5]在吸引域半径估计时多次利用嵌入不等

式,嵌入不等式常数分别为

C琢茁 =
3

2
1
4 仔

5
2 [h3( 2 -1)]

1
2
+2

5
2·5(1 +仔 -2)

1
2 h

3
5

3

(7)

L琢茁 =
3I琢茁

2
1
4 [仔h3( 2 - 1)]

1
2
+
2

5
2·5(1 + I琢茁)

1
2 h

3
5

3

(8)
再观察 R[2] 中的剩余常数 撰0、m、姿,均与 M 取

值有关,且 M = max
[ - 1,1]

| f 忆( z) | 。 又因 f 忆( z)为无量纲

化后所得,所以为便于比较和计算,假设 M = 2。 类

似地,之后涉及嵌入不等式中的常数时,都只考虑

h = 1 和琢 = 茁 = 仔 这种最简单的情况,而计算 R[1]

时,涉及到的嵌入不等式常数 C 和 C1 也与式(7)和
式(8)取值一致。

基于上述条件,在之后数值计算求解 R[1] 和

R[2]时,只改变雷诺数 Re 的值,磁雷诺数 Rm 取定

值,即 Rm = 1,其余常数的赋值情况与前文一致。
需注意的是,当计算 R[1]时,H0 + H1 的值也会改变。
为便于同 R[2]比较,这里取 4 组常数进行数值计算,
即 H0 + H1 = 1,20,50,1 000,计算结果如图 1 所示。

R[1] (X)中的 X 表示 H0 + H1 的取值。

图 1摇 不同雷诺数下的稳定性吸引域半径

Fig. 1摇 Radii of stable attractive regions for different
Reynolds numbers

摇

本文中的吸引域半径小于 1,因此靠近横轴的

曲线对应较大的吸引域半径。 观察图中的曲线可

知,当雷诺数增大时,两种不同能量泛函下的吸引域

半径均不断变小,说明此时的系统越发不稳定。 当

共面磁场 H 的取值为 1,20,50 和 1 000 时,无论雷

诺数如何取值,R[2]始终大于 R[1]。

5摇 结论

对两篇文献中吸引域半径的数值计算结果分析

后可得,对本文取定的参数有 R[2] > R[1] 成立。 计

算表明,文献[4]中的吸引域半径随共面磁场中参

数 H 的增大而减小,这说明对文献[4]中的能量泛

函而言,共面磁场可导致层流解的不稳定,但该计算
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结果是否能真实地反映实际情况还有待实验验证。
与此对照,共面磁场中参数 H 对于文献[5]中的吸

引域半径却无影响,由此可得文献[5]中的能量泛

函在某种程度上优于文献[4]中的能量泛函。
同时,分析文献[4]和[5]中的能量泛函还发

现,两篇文献中的能量泛函均由两部分组成,其中第

二部分的泛函是用来控制非线性项的。 第二部分泛

函的选取直接影响吸引域半径的大小。 比较发现,
文献[4]中的第二部分泛函远大于文献[5]中的第

二部分泛函,这正是导致文献[4]中吸引域半径较

小的原因。 因此在定义广义能量泛函时第二部分泛

函应尽可能的小。
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The radius of the stability ball of laminar flow between parallel planes
in the presence of a coplanar magnetic field

LI ZiYi摇 XU LanXi*
(College of Mathematics and Physics, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: We consider an incompressible fluid layer with infinite horizontal uniform viscous conductivity, in which
the medium adjacent to the fluid is non鄄conductive and the interlayer is in a coplanar magnetic field. Two previous
papers in the literature have studied the nonlinear stability of the laminar solution of this problem by defining differ鄄
ent generalized energy functionals, and obtained sufficient conditions for the stability of the laminar solution. In this
paper, the advantages and disadvantages of different generalized energy functions are compared by comparing the
radius of the stability ball for the two generalized energy functions employed in the previous two papers. It is found
that the coplanar magnetic field will reduce the radius of the stability ball in one case, but will not affect the radius
of the stability ball in the other case.
Key words: plane parallel shear flow; energy functional; nonlinear stability
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