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三维可压两相流扩散界面模型的界面极限分析
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摘摇 要: 主要讨论了三维可压两相流扩散界面模型—Navier -Stokes -Cahn -Hilliard (NSCH)方程组中接触界面厚

度趋于零时的极限问题,通过渐近匹配展开的方法,从方程组解的渐近极限中推导出相应两相流的自由界面模型

及界面条件。
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引摇 言

两相流扩散界面模型来源于流体力学中两相流

体的运动界面研究,广泛应用于石油开采和提炼、化
工、材料加工及生物工程等领域,对其数学理论进行

研究具有重要的理论意义和应用科学背景。 不同于

将接触面当作是一条光滑曲面的两相流自由界面模

型,两相流扩散界面模型是将两种流体的接触界面

当作是具有一定界面厚度的两流体相互作用的层区

域,通过引入相场变量和界面混合自由能来确定各

流体的区域位置以及两相界面的变化,通常由描述

流体流速、压力等变化的 Navier -Stokes 方程组与描

述互不相溶两相流扩散界面运动的 Cahn -Hilliard
方程组或 Allen - Cahn 方程组耦合而来,即得到

Navier - Stokes - Cahn - Hilliard ( NSCH) 方程组或

Navier -Stokes -Allen -Cahn 方程组。 NSCH 方程组

首先由Lowengrub 等[1]在 20 世纪提出, Abels 等[2]、
Kotschote 等[3]进一步研究了可压模型的适定性结

果。 Abels 等[2]得到了三维可压 NSCH 方程全局弱

解的存在性,Kotschote 等[3] 得到了局部强解的存在

唯一性。 Chen 等[4] 研究了一维可压模型周期边值

问题和混合边界问题强解的全局存在性和大时间行

为。 王暐翼等[5] 研究了带有 van der Waals 状态方

程的一维可压方程组强解的存在唯一性。
由于不需要直接去处理复杂的两相界面,扩散

界面模型在研究两相运动界面问题上有着很大的优

势,但在模拟计算时对界面厚度有一定的要求。 因

此对于两相流扩散界面模型界面厚度趋于零的极限

问题的研究,有助于进一步理解两类不同界面的两

相流模型的内在联系,同时为界面运动的模拟计算

提供理论基础。 而关于两相流扩散界面模型的界面

极限问题的研究主要集中在不可压缩 NSCH 方程组

方面。 Wang 等[6]、Xu 等[7] 分别研究了二维和三维

不可压模型在广义 Navier 边界条件下两相流界面

厚度趋于零时的极限问题,采用渐近展开的方法推

导出了相应的不同类型两相流自由界面条件和移动

接触线条件。 Abels 等[8] 研究了非齐次不可压两相

流扩散界面模型的界面极限,推导出了相应的自由

界面问题。
本文主要研究三维空间中可压缩两相流扩散界

面模型的界面极限问题,通过渐近匹配展开的方法,
证明了在界面厚度趋于零时,可在 NSCH 方程组解

的渐近极限中得到两相流自由边界问题的界面条

件。 本文工作的难点和创新之处在于,除了要克服

界面厚度的小尺度而采用伸缩变换来进行内展开

外,在研究可压缩两相流模型的界面极限时,由于密

度分别与流体速度和相场变量耦合,其耦合项出现

在界面方程的渐近展开式中,也将会以不同的形式

出现在自由界面的条件中。



1摇 NSCH 模型的建立及主要定理

在可压混合两相流中,用 准 = 准1 - 准2 表示质量

浓度差,准i =Mi / M( i = 1,2)分别表示两种流体的质

量浓度,Mi 为体积为 V 的混合流体中各流体的质

量。 总密度 籽 = 籽1 + 籽2,籽i = Mi / V 为此时流体 i 的质

量密度。 平均速度 u 由 籽u = 籽1u1 + 籽2u2 给出,ui 为

流体 i 的速度。 混合流体的化学势为 滋。 可压混合

两相流扩散界面模型可由如下方程组表示。
NSCH 模型

鄣t籽 + div(籽u) = 0
鄣t(籽u) + div(籽u茚u) = divT
鄣t(籽准) + div(籽准u) = 驻滋

籽滋 = 1
着 (准3 - 准) - 着驻

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 准

(1)

式中,t > 0,籽 > 0, - 1臆准臆1。 自由能密度为

f(准) = 准4

4 - 准2

2
T 为 Cauchy 应力张量,满足

T = S - pI - 着 驻准茚 驻准
其中 I 是单位矩阵,S 为牛顿黏性应力,满足

S = 姿 ( 籽, 准 () ( 驻u + 驻Tu) - 2
3 div )uI +

姿忆(籽,准)divuI
式中 姿(籽,准) > 0,姿忆(籽,准) > 0 均为黏性系数;着 > 0
为混合流体的扩散界面厚度;压力 p 由下式给出

p = a籽酌 - 1 (着
准4

4 - 准2

)2 - 着
2 | 驻准 | 2, 酌 > 1

接下来介绍两相流自由界面模型及其界面条

件。 设未知的两相流间的自由界面为

祝: = {( t,x) |准着( t,x) = 0}
式中,x沂赘奂RR3,对于坌t > 0,将区域 赘 分为 赘 =
赘 + 胰祝胰赘 - 。 Vn 为界面法向速度,资 为界面的曲

率,n 为界面的单位法向量,滓 为表面张力,赘 + 和

赘 - 分别表示两种流体各自占据的区域

赘 + = {( t,x) |准着( t,x) > 0}

赘 - = {( t,x) |准着( t,x) < 0{ }
在 t > 0, x沂赘 依 中,令 ( 籽 依 ,u 依 ) 满足可压的

Navier -Stokes 方程组

鄣t籽 依 + div(籽 依 u 依 ) = 0

鄣t(籽 依 u 依 ) + div(籽 依 u 依 茚u 依 ) = divT{ 依
(2)

准 = 依 1摇 x沂赘 依 (3)
应力张量表示为 T 依 = - p 依 I + S 依 ,其中

p 依 = a (籽 依 ) 酌

S = 姿 ( 籽, 准 () ( 驻u + 驻Tu) - 2
3 divu )I +

姿忆(籽,准)divuI
且在自由边界 祝 上满足跳跃条件

[u]祝 = 0 (4)
[Tn]祝 = 滓资n (5)

其中[h]祝 = h + - h - 是函数 h + 和 h - 在界面 祝 上的

差。 即在界面上,流体速度是连续的,应力张量存在

跳跃性,且与界面的表面张力和曲率有关。 设集合

S1 = {( t,x)沂祝 | Vn - un = 0},即在 S1 上界面速度

与流体速度相同

Vn = un (6)
在此界面上密度 籽 可以是任意的,即密度的跳

跃不是必需的。 在 祝 \S1 上,满足如下条件

[籽]祝 = 0

籽(Vn - un) = - 1
2 n[ 驻滋]祝

籽滋 = - 1
2 滓

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 资

(7)

即在 祝 \S1 上,密度 籽 是连续的,界面速度由 u 和化

学势梯度的法向跳跃同时决定。
定理 1摇 设(籽,u,准,滋)为 NSCH 方程组(1)的

解,且关于 籽、u、准、滋 在远离界面的区域存在外渐近

展开,靠近界面的区域存在内渐近展开,展开式分

别为

外展开

籽 = 籽0 + 着籽1 + 着2籽2…

u = u0 + 着u1 + 着2u2…

准 = 准0 + 着准1 + 着2准2…

滋 = 滋0 + 着滋1 + 着2滋2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï …

(8)

内展开

籽 = 寛籽0 + 着 寛籽1 + 着2 寛籽2…

u = 寛u0 + 着 寛u1 + 着2 寛u2…

准 = 寛准0 + 着 寛准1 + 着2 寛准2…

滋 = 寛滋0 + 着 寛滋1 + 着2 寛滋2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï …

(9)

并假设 籽0 > 0 和 寛籽0 > 0,则当 着寅0 时,两相流扩散

界面模型 NSCH 方程组(1)收敛到两相流自由界

面问题(2) ~ (3),且在界面 祝 上满足自由界面条

件(4) ~ (7)。
需注意,与不可压两相流的界面极限分析结果
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不同的是,由于密度分别与流体速度和相场变量耦

合,当界面厚度趋于零时,自由界面条件将会出现不

同的形式。 特别是当界面速度与流体速度不一致

时,即在 祝 \ S1 上,流体密度在界面上不发生跳跃,
且满足 Gibbs鄄Thomson 条件,即式(7)。

2摇 定理的证明

本文的证明思路为:在远离界面的区域采用外

渐近展开,推导两种流体在各自流体区域内满足的

可压缩流体方程组,在接触界面附近利用伸缩变换

进行内渐近展开,并结合匹配条件推导出在接触界

面上的自由边界条件。
在远离界面的区域,用 h 依 表示在 赘 + 和 赘 - 内

的函数 h,则可将式(8)改写为

籽 依 = 籽 依
0 + 着籽 依

1 + 着2籽 依
2 …

u 依 = u 依
0 + 着u 依

1 + 着2u 依
2 …

准 依 = 准 依
0 + 着准 依

1 + 着2准 依
2 …

滋 依 = 滋 依
0 + 着滋 依

1 + 着2滋 依
2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï …

(10)

根据 籽0 > 0,设 籽 依
0 > 0。 将式(10)代入式(1)中

第一式得到

O(1): 鄣t籽 依
0 + div(籽 依

0 u 依
0 ) = 0 (11)

将式(10)代入式(1)中第二式,得到

O(着 - 1): 驻( f(准 依
0 )) = 0 (12)

O(1):鄣t(籽 依
0 u 依

0 ) + div(籽 依
0 u 依

0 茚u 依
0 ) = div(S 依

0 -
p 依
0 I) + div(6 (准 依

0 ) 3准 依
1 - 准 依

0 准 依
1 )I (13)

其中,

f(准 依
0 ) =

(准 依
0 ) 4

4 -
(准 依

0 ) 2

2

S 依
0 = 姿 ( 籽 依

0 , 准 依
0 () ( 驻u 依

0 + 驻Tu 依
0 ) - 2

3 ·

divu 依
0 )I + 姿忆(籽 依

0 ,准 依
0 )divu 依

0 I

p 依
0 = a(籽 依

0 ) 酌

将式(10)代入式(1)第三式,得到

O(1): 鄣t(籽 依
0 准 依

0 ) + div(籽 依
0 准 依

0 u 依
0 ) = 驻滋 依

0

(14)
将式(10)代入式(1)第四式,得到

O(着 - 1): f忆(准 依
0 ) = 0 (15)

由式(12)和式(15)得,在区域 赘 依 中

准 依
0 = 依 1 (16)

由式(13)和式(16)得
鄣t(籽 依

0 u 依
0 ) + div(籽 依

0 u 依
0 茚u 依

0 ) = divS 依
0 - divp 依

0 I
(17)

由式(11)和式(16)得
驻滋 依

0 = 0 (18)
结合式(11)、(16)、(18)得到引理如下。
引理 1摇 假设 籽 依

0 > 0,令方程组(10)中 着寅0,在
远离过渡层的区域,可通过式(11)、(12)、(14)、
(15)得到式(3),其中,在 赘 + 内,准 = 1;在 赘 - 内,
准 = - 1;在 赘 依 内,驻滋 依

0 = 0。 即当界面厚度 着寅0
时,NSCH 模型(1)在远离界面区域收敛到方程组

(2) ~ (3)。
为了方便分析界面 祝 附近的区域,用 d( t,x)描

述界面附近区域内的点到界面 祝 的距离,则正向朝

赘 + 的界面 祝 的法向量 n = 驻d,界面 祝 的法向速度

Vn = - 鄣td。 引入新变量 孜 = d( t,x) / 着,那么对于任

意函数 h( t,x)(例如 h = 籽,u,准,滋)可重新写为

h( t,x) = 寛h( t,孜)
则关于 h 有下列推导,其中

驻n = 资 为界面的平

均曲率。

摇 摇

驻h = 着 - 1鄣孜
寛hn

驻h = 着 - 2鄣孜孜
寛h + 着 - 1鄣孜

寛h资

鄣th = 鄣t
寛h - 着 - 1鄣孜

寛hV

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

n

(19)

在界面附近区域可将式(9)写为

寛籽 = 寛籽0 + 寛着籽1 + 着2 寛籽2…

寛u = 寛u0 + 着 寛u1 + 着2 寛u2…

寛准 = 寛准0 + 寛着准1 + 着2 寛准2…

寛滋 = 寛滋0 + 寛着 滋1 + 着2 寛滋2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï …

(20)

将式(19)代入式(1)第一式,整理可得

鄣t 寛籽 - 着 - 1鄣孜 寛籽Vn + div( 寛籽寛u) = 0 (21)
再将式(20)代入式(21),可得关于 着 的同阶项

的等式

O(着 - 1): - 鄣孜 寛籽0Vn + 鄣孜( 寛籽0 寛u0)n = 0 (22)

O(着0): 鄣t 寛籽0 - 鄣孜 寛籽1Vn + div( 寛籽1 寛u0) +

鄣孜( 寛籽0 寛u1)n = 0 (23)
将式(19)代入式(1)第二式整理可得

寛u 鄣t 寛籽 + 寛籽 鄣 t 寛u - 着 - 1 寛u 鄣 孜 寛籽Vn - 着 - 1 寛籽 鄣 孜 寛uVn + 寛u·

div( 寛籽寛u) + 寛籽寛udiv 寛u = divT
式中,

divT = divS - 驻p - 着div( 驻准茚 驻准 - | 驻准 | 2I / 2)

divS = div (姿0 (

驻寛u + 驻T 寛u) ) ( (+ div 姿忆0 -
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2
3 姿 )0 div 寛 )uI = 着 - 2鄣 [ (孜 姿忆0 + 1

3 )姿 鄣孜 寛 ]un n + 着 - 2·

鄣孜(姿0 鄣孜 寛u) + 着 - 1 div (姿0 鄣 孜 寛u茚n) + 着 - 1 姿0 鄣 孜 寛u资 +

着 - 1鄣 [ (孜 姿忆0 - 2
3 姿 )0 div 寛 ]u n

其中,姿0 = 姿( 寛籽0,寛准0),姿忆0 = 姿忆( 寛籽0,寛准0),

驻p = 驻(a籽酌 -

着 - 1 f(准)) = 着 - 1鄣孜pn - 着 - 2鄣孜 f( 寛准)n
着div( 驻准 茚 驻准 - | 驻准 | 2I / 2 ) = 着div ( 驻准 茚

驻准) - 着 驻( | 驻准 | 2I / 2) = - 1
2 着 - 2 鄣 孜 | 鄣 孜

寛准 | 2n +

着 - 1 | 鄣孜
寛准 | 2资n

将式(20)、(21)代入式(1)第二式,并取关于 着
的同阶项的等式可得

O(着 - 2): 鄣 [ (孜 姿忆0 + 1
3 姿 )0 鄣 孜 寛u0 ]n n + 鄣 孜(姿0·

鄣孜 寛u0) + 鄣孜 f( 寛准0)n - 1
2 鄣孜 | 鄣孜

寛准0 | 2n = 0 (24)

O(着 - 1 ): - 寛籽0 鄣 孜 寛u0Vn + 寛籽0 寛u0n 鄣 孜 寛u0 + 鄣 孜pn =

div(姿0 鄣孜 寛u0茚n) + 姿0 鄣 孜 寛u0资 + 鄣 [ (孜 姿忆0 - 2
3 姿 )0 ·

div寛u ]0 n + 鄣 [ (孜 姿忆1 + 1
3 姿 )1 鄣孜 寛u0 ]n n + 鄣孜(姿1 鄣孜 寛u0) +

鄣 [ (孜 姿忆0 + 1
3 姿 )0 鄣孜 寛u1 ]n n + 鄣孜(姿0 鄣孜 寛u1) +

鄣孜( f 忆( 寛准0) 寛准1)n - | 鄣孜
寛准0 | 2资n + 鄣孜(鄣孜

寛准0 鄣孜
寛准1)n

(25)

其中 姿1 = 驻姿( 寛籽0, 寛准0) ( 寛籽1, 寛准1), 姿忆1 = 驻姿忆( 寛籽0, 寛准0)·

( 寛籽1,寛准1)。
将式(18)、(19)代入式(1)第三式中可得

- 着 -1 寛籽 鄣孜
寛准Vn + 着 -1 寛籽寛un 鄣孜

寛准 = 着 -2鄣孜孜 寛滋 + 着 -1鄣孜 寛滋0资
比较关于 着 同阶项得

O(着 - 2): 鄣孜孜 寛滋0 = 0 (26)

O(着 - 1 ): - 寛籽0 鄣 孜
寛准0Vn + 寛籽0 寛u0n 鄣 孜

寛准0 = 鄣 孜孜 寛滋1 +

鄣孜 寛滋0资 (27)
将式(18)、(19)代入式(1)第四式可得到

寛寛籽滋 = 1
着 ( 寛准 3 - 寛准) - 着 - 1鄣孜孜

寛准 - 鄣孜
寛准资

比较关于 着 同阶项得

O(着 - 1): f忆( 寛准0) = 鄣孜孜
寛准0 (28)

O(着0): 寛籽0 寛滋0 = f义( 寛准0) 寛准1 - 鄣孜孜
寛准1 - 鄣孜

寛准0资 (29)

关于外展开和内展开所需的匹配条件为

lim
孜寅依肄

寛h0(孜) = h 依
0 (x), lim

孜寅依肄
(鄣孜h1(孜)n) = 驻h 依

0 (x)

考虑内渐近展开得到的零阶近似方程组(22)、
(24)、(26)、(28),边界条件为

寛籽0( t, 依 肄 ) = 籽 依
0 ( t,x)

寛u0( t, 依 肄 ) = u 依
0 ( t,x)

寛准0( t, 依 肄 ) = 依1

寛滋0( t, 依 肄 ) = 滋 依
0 ( t,x

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï )

(30)

引理 2 摇 设 ( 寛籽0, 寛u0, 寛准0, 寛滋0 ) 是方程组 (22)、
(24)、(26)、(28)的解,则有以下式子成立

寛籽( t,孜)(Vn - 寛u0n)( t,孜) = 籽 依
0 ( t,x)(Vn - u 依

0 n)·
( t,x) (31)

寛滋0( t,孜) = 滋 依
0 ( t,x) (32)

寛准0( t,孜) = tan z(孜 / 2) (33)
证明:根据式(22)可得

鄣孜( 寛籽0(Vn - 寛u0n)) = 0
对式(22)积分可得式(31)。 式(32)可直接根

据式(26)和式(30)中第三式得出。 将式(28)两边

同乘鄣孜
寛准0 可得

1
2 鄣孜 鄣孜

寛准0
2 = 鄣孜 f( 寛准0) (34)

得到鄣孜
寛准0 = (1 - 寛准2

0) / 2,则可得式(33)。 引理

2 得证。

引理 3 摇 设 ( 寛籽0, 寛u0, 寛准0, 寛滋0 ) 是方程组 (22)、
(24)、(26)、(28)的解,则有以下两式成立

鄣孜 寛u0 = 0 (35)

(Vn - 寛u0n)鄣孜 寛籽0 = 0 (36)
证明:式(24)两边同乘向量 n,得到

鄣 [ (孜 姿忆0 + 4
3 姿 )0 鄣孜 寛u0 ]n + 鄣孜 f( 寛准0) - 1

2·

鄣孜 鄣孜
寛准0

2 = 0
对上式在( - 肄 ,孜)上积分,

(
即为

姿忆0 + 4
3 姿 )0 鄣孜 寛u0n + f( 寛准0) - 1

2 鄣孜
寛准0

2

(

=

姿忆0 + 4
3 姿 )0 鄣孜 寛u0

孜 = - 肄
n + f( 寛准0)

孜 = - 肄
-

1
2 鄣孜

寛准0
2

孜 = - 肄

根据式(30)可得鄣 孜 寛u0 ( t, 依 肄 ) = 0, 鄣 孜
寛准0 ( t,
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依 肄 ) =0, f( 寛准0( t, 依 肄 )) = f( 依 1) = 0,

(

则

姿忆0 + 4
3 姿 )0 鄣孜 寛u0n + f( 寛准0) - 1

2 鄣孜
寛准0

2 = 0

将式(34)代入, (且 姿忆0 + 4
3 姿 )0 > 0,则有

鄣孜 寛u0n = 0 (37)

将式(24)两边同乘切向量 子,得到鄣孜(姿0鄣孜 寛u0)·

子 = 0,对其在 ( - 肄 , 孜) 上积分, 即为 姿0鄣孜 寛u0子 =

姿0鄣孜 寛u0子 | 孜 = - 肄 ,则由 姿0 > 0 及边界条件可得

姿0鄣孜 寛u0子 = 0 (38)

根据式(37)、(38)有鄣 孜 寛u0 = 0,可导出式(35)。

根据式(22)可得 寛籽0 鄣孜 寛u0n = 鄣 孜 寛籽0 (Vn - 寛u0n),再结合

式(35)可证得式(36)。 引理 3 得证。

引理 4 摇 设 ( 寛籽0, 寛u0, 寛准0, 寛滋0 ) 是方程组 (22)、
(24)、 (26)、(28)的解,则有式(39)、(40)成立。

[u0]祝 = 0,在界面 祝 上 (39)
[籽0]祝 = 0, 在 祝 \S1 上 (40)
证明:由式 (35 ) 可直接得出式 (39 )。 则在

祝 \S1 上,根据式(36)可得鄣孜 寛籽0 = 0,导出式(40)。 引

理 4 得证。
考虑内渐近展开得到的一阶近似方程组(23)、

(25)、(27)、(29)及边界条件式(30)。

引理 5 摇 设 ( 寛籽0, 寛u0, 寛准0, 寛滋0 ) 是方程组 (23)、
(25)、 (27)、(29)的解,则有式(41)成立。

[S0]祝n - [p0]祝n = 滓资n (41)

证明:因为 寛准0 为方程 (27)、 (29) 的解,根据

式(33)及鄣孜 寛u0 = 0,则式(25)可化简为

鄣孜p0n = 鄣 [ (孜 姿忆0 + 1
3 姿 )0 鄣孜 寛u1 ]n n + 鄣孜(姿0鄣孜 寛u1) +

鄣孜( f忆( 寛准0) 寛准1)n - | 鄣孜
寛准0 | 2资n + 鄣孜(鄣孜

寛准0 鄣孜
寛准1)n

将其两边在( - 肄 , + 肄 )上积分,左边为

乙+肄

-肄
鄣孜p0nd孜 = (p +

0 - p -
0 )n = [p0]祝n

将等式右边第一行积分得到

乙+肄

-肄
鄣 [ ( (孜 姿忆0 + 1

3 姿 )0 鄣 孜 寛u1 )n n + 鄣 孜( 姿0·

鄣孜 寛u1 ]) d孜 [ ( (= 姿忆0 + 1
3 姿 )0 鄣 孜 寛u1 )n n + 姿0·

鄣孜 寛u ]1

孜 = + 肄

孜 = - 肄
[ (= 姿忆0 - 2

3 姿 )0 divu0n + 姿0 (

驻u0 +

驻Tu0) ]n
祝

[= 姿忆0divu0I + 姿 (0

驻u0 + 驻Tu0 -

2
3 divu0 ) ]I

祝
n = [S0]祝n

将等式右边第一行积分并结合边界条件可得

乙+肄

-肄
[鄣孜( f忆( 寛准0) 寛准1)n - 鄣孜

寛准0
2资n - 鄣孜(鄣孜

寛准0·

鄣孜
寛准1)n]d孜 = - 乙+肄

-肄
| 鄣孜

寛准0 | 2资nd孜 = - 滓资n

式中,滓 = 乙+肄

-肄
鄣孜

寛准0
2d孜 为常数。

综上可得式(41)。 引理 5 得证。

在 S1 上,由式(36)可知,密度函数 寛籽0 是满足边

界条件的任意函数,为了方便分析,将式 (25)、
(27)、(29)化简为

鄣t 寛籽0 + div( 寛籽0 寛u0) + 鄣孜 寛籽0 寛u1n + 寛籽0 鄣孜 寛u1n = 0

鄣孜孜 寛滋1 = 0

寛籽0 寛滋0 = f义( 寛准0) 寛准1 - 鄣孜孜
寛准1 - 鄣孜

寛准0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 资

(42)

引理 6 摇 设 ( 寛籽0, 寛u0, 寛准0, 寛滋0 ) 是方程组 (22)、

(24)、 (26)、(28)的解,则在 祝 上,寛滋0 乙+肄

-肄
寛籽0 鄣孜

寛准0d孜 =

- 滓资 成立。

证明:式 (42) 中第三式两边同乘 鄣 孜
寛准0 并在

( - 肄 , + 肄 )上积分得到

寛滋0 乙肄
-肄

寛籽0 鄣 孜
寛准0 d 孜 = - 资 乙肄

-肄
鄣 孜

寛准0
2 d 孜 -

乙肄
-肄

鄣孜孜
寛准1 鄣孜

寛准0d孜 + 乙肄
-肄

f义( 寛准0)鄣孜
寛准0

寛准1d孜 = - 滓资

引理 6 得证。

在 祝 \S1 上,由式(36)可得,鄣孜 寛籽0 = 0。 为了方便

分析,将式(25)、(27)、(29)化简为

鄣t 寛籽0 - 鄣孜 寛籽1(Vn - 寛u0n) + div( 寛籽0 寛u0) + 寛籽0 鄣孜 寛u1n =0

寛籽0 鄣孜
寛准0(Vn - 寛u0n) = - 鄣孜孜 寛滋1

寛籽0 寛滋0 = f义( 寛准0) 寛准1 - 鄣孜孜
寛准1 - 鄣孜

寛准0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 资

(43)

引理 7 摇 设 ( 寛籽0, 寛u0, 寛准0, 寛滋0 ) 是方程组 (22)、
(24)、(26)、(28)的解,则在 祝 \ S1 上,有式(44)、
(45)成立。

籽0(Vn - u0n) = - 1
2 n[ 驻滋0]祝 (44)

籽0滋0 = - 1
2 滓资 (45)

·521·第 6 期摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 童天娇等: 三维可压两相流扩散界面模型的界面极限分析



证明:根据引理 6 及鄣孜 寛籽0 = 0,可得

寛籽0滋0 乙+肄

-肄
鄣孜

寛准0d孜 = - 滓资

结合边界条件,通过上式可得出式(45)。 将式

(43)在( - 肄 , + 肄 )上积分,得到

寛籽0(Vn - 寛u0n) 乙+肄

-肄
鄣孜

寛准0d孜 = - 鄣孜 寛滋1

+ 肄

- 肄

再结 合 匹 配 条 件, 可 得 2 寛籽0 ( Vn - 寛u0n ) =

- n[ 驻寛滋0]祝,引理 7 得证。
定理 1 的证明:把全区域分为远离界面和靠近

界面两个区域,首先在远离界面的区域中,当 着寅
0 时,通过外渐近展开证明引理 1 成立,即 NSCH 模

型(1)收敛到方程组(2)、(3);在界面附近的区域

中,通过内渐近展开得到引理 2 ~ 7,即可推出 NSCH
模型(1)收敛到自由界面模型(2),且满足自由界面

条件(4) ~ (7)。

3摇 结束语

本文研究了当三维可压缩两相流扩散界面模型

的界面厚度趋于零时的极限问题。 通过渐近匹配展

开的方法证明了两相流扩散界面模型在界面厚度趋

于零时,可以得到两相流自由界面模型,并推导出相

应的自由界面条件。 该结果可为界面运动的模拟计

算提供理论基础。
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Sharp interface limit for the diffuse interface model of
three鄄dimensional compressible two鄄phase flow

TONG TianJiao摇 CHEN YaZhou*

(College of Mathematics and Physics, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: In this paper, we consider the sharp interface limit for the diffusive interface model of two鄄phase flow
which can be described by the compressible Navier - Stokes -Cahn -Hilliard system in three鄄dimensional space.
The sharp interface model of the two鄄phase fluid, with the interface being a free boundary, is derived from this dif鄄
fusive interface model by means of a matched asymptotic expansion.
Key words: Navier -Stokes -Cahn -Hilliard (NSCH) system; diffuse interface; matched asymptotic expansion
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